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O procesach Markowa mozna przeczytaé
9,12
na przyklad w Ay~

Zalozenie o duzej populacji pozwala
zignorowad fakt, ze przyrost I(t)
zmniejsza liczbg os6b narazonych na
zarazenie. To uproszczenie jest
uzasadnione na poczatku epidemii.

P(A|B) to prawdopodobienstwo
zdarzenia A pod warunkiem zajScia
zdarzenia B, czyli P(A N B)/P(B).

Co to znaczy, ze zmienna ma rozktad
wyktadniczy? Niech A bedzie dodatnig
liczbg rzeczywista. Jesli wylosujemy
liczbe U jednostajnie z odcinka [0, 1]

(tzn. szansa na to, ze U wpadnie

w dowolnie wybrany odcinek J C [0, 1],
jest réwna dlugosci J), to zmienna losowa
W = —(InU)/X ma rozkltad wykladniczy
z parametrem .
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Stochastyczne i deterministyczne
modele epidemii

Marta ZALEWSKAY*, Wojciech NIEMIRO**

Zjawiska opisywane na poziomie ,,mikro” przez procesy Markowa zachowuja

si¢ na poziomie ,makro” jak funkcje deterministyczne, bedace rozwigzaniami
réwnan rézniczkowych. Mozna to zaobserwowaé na przykladzie prostego (ale,
niestety, bardzo aktualnego w chwili pisania tego artykulu) modelu poczatkowej,
wykladniczej fazy epidemii.

Rozwazmy bardzo duza populacje. Niech I(t) oznacza liczbe zarazonych

w chwili ¢. Zaktadamy, ze w krotkim okresie czasu h kazdy z nich zaraza $rednio
ah innych ludzi, ale przy tym z prawdopodobiefistwem (Sh zdrowieje lub umiera
i przestaje zaraza¢. Deterministyczny model jest nastepujacy:

(1) I(t+h)=1I(t)+ (a—B)IHh+o(h) dlah\,0.

(Traktujemy I(t) jako wielko$¢ ciagla. Symbol o(h) oznacza nieskoniczenie mala
rzedu wyzszego niz h, czyli funkcje spetniajaca réwnosé limy\ g o(h)/h = 0.)
Oczywiscie sprowadza si¢ do zwyczajnego réwnania rézniczkowego:

dI(t)

W= (o o1,

Popatrzmy na to samo zjawisko z bliska (w skali mikro). Potraktujmy I(¢) jako
zmienng losowa o wartosciach catkowitoliczbowych. Ewolucja procesu I(t) jest
opisana réwnaniami

P(I(t+h)=1i+ 1|I(t) =1) = aih + o(h) dla h \ 0,
P(I(t+h)=1i—1|I(t) =) = Bih + o(h) dla h \, 0,
P(I(t+h)=ilI(t)=14)=1— (a+ B)ih+o(h) dla h N\, 0.
Zakladamy, ze {I(t) : t > 0} jest procesem Markowa, to znaczy ewolucja procesu
po chwili ¢ zalezy tylko od I(t), czyli stanu w chwili ¢, a nie od wczesniejszej
whistorii” procesu. Jest to skokowy proces Markowa: w losowych momentach

Ty < Ty <...<T, < ...proces roénie lub maleje o 1. Zeby lepiej zrozumieé

strukture tego procesu i sposéb jego symulowania, przyjrzyjmy sie czasom
pomiedzy skokami, W, 11 = T,,41 — T, gdzie

Toy1 =inf{t > T, : I(t) # I(T,,)} (rys. 1).

Okazuje si¢ (co zostanie uzasadnione na koricu artykutu), ze W, 11 jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem (o + B)i,. Ponadto

o« . B
=ar 5 P(I(Thy1) =in 1|I(Tn>7zn)7a+ﬁ'

Latwo w to uwierzy¢, patrzac na réwnania .

(2)

P(I(Tpt1) = in + UI(T,) = in)

Przebieg procesu I(t) symulujemy zatem, losujac kolejno czasy T, i stany I(T},)
zgodnie z dwiema powyzszymi regulami. Chemicy, biolodzy i epidemiolodzy
znaja te metode pod nazwa algorytmu Gillespie’go. W rzeczywistosci taki

opis skokowego procesu Markowa podal znakomity amerykanski matematyk
czeskiego pochodzenia, Joseph Doob. Przyktadowy przebieg krétkich symulacji
przedstawiamy w ponizszej tabelce i na rysunku

krok n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
czas T, | 0,088 | 0,207 | 0,235 | 0,264 | 0,297 | 0,366 | 0,369 | 0,394 | 0,430 | 0,543
stan I(Ty) 2 3 4 3 4 5 6 7 6 7

Popatrzmy teraz na dituzsze przebiegi symulacji i poréwnajmy trajektorie
procesu losowego z rozwigzaniem réwnania rézniczkowego, czyli funkcja
wykladnicza I(t) = ig exp{(a — )t}. Przyjeliémy nastepujace wartosci
parametréow: « =2, 8 =1, ig = I(0) = 1 ($ledzimy rozwéj epidemii od pierwszego
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Rys. 4. Poczatkowe fragmenty
20 trajektorii
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Rys. 5. Trajektorie procesu I(t) w modelu
SIR

zarazonego). Na rysunku [2| przedstawionych jest 20 niezaleznych trajektorii
procesu Markowa. Sposrdd tych 20 trajektorii 12 wpadto dos¢ wezesnie w stan 0.
Jest to stan ,pochlaniajacy”: jesli I(T,,) = 0, to dla kazdego ¢t > T,, mamy I(t) = 0.
Pogrubiona, kolorowa linia to wykres funkcji wykladniczej.

Uderzajaca cecha procesu losowego opisanego réwnaniami jest zgodnosé
trajektorii w makroskali z rozwiazaniem réwnania rézniczkowego, czyli

z funkcjami wykladniczymi I(t) = exp{(a — 8)(t — ¢)}. Poszczegdlne realizacje
procesu réznig si¢ jednak wyraznie przesunieciem w fazie c¢. To widaé na
rysunku [3} na ktérym o§ pionowa zostala przedstawiona w skali logarytmicznej.
Rysunek [4] pokazuje te same 20 trajektorii w poczatkowym okresie rozwoju.
Wspomniane wyzej przesuniecia w fazie wynikaja z losowych fluktuacji

na poczatku. Rezultatem tych losowych fluktuacji jest to, ze 12 sposrod
przedstawionych trajektorii jest ,,pochlonietych” przez zero. Dalszy przebieg
procesu jest niemal deterministyczny.

Model SIR. Rozwazmy populacje zlozona z ¢ osobnikéw. Niech I(t) oznacza
liczbe zarazonych w chwili ¢, zag R(t) laczna liczbe uodpornionych i zmartych.
Liczba osobnikéw narazonych na zakazenie jest réwna S(t) = £ — I(t) — R(t).
Osobnik typu S moze przej$é do kategorii I, a stad do kategorii R (stad nazwa
,model STIR”). Schematycznie:

[s]——~[]—~[E]

Zakladamy, ze w krétkim okresie czasu h kazdy osobnik I zaraza $rednio
a(S(t)/€)h innych ludzi, a z prawdopodobiefistwem Sh zdrowieje lub umiera
i przestaje zarazaé. Zauwazmy, ze jesli S(t)/¢ ~ 1, to dostajemy model fazy
wykladniczej, przedstawiony w zadaniu poprzednim.

Klasyczny model deterministyczny jest nastepujacy:

I(t+h)=1I(t)+ (aSét) —B) I(t)h+o(h) dla h 0,
(3)

S(t+h) = S(t) — a#l(t)h +o(h) dlah\0,

oraz R(t) =€ — I(t) — S(t). Oczywiscie (3] jest ukladem réwnan rézniczkowych
zwyczajnych:
dI(t) S(t) ds(t) S(t)

4 ——~=la—=-8)IF), —= I(¢).

) = (% =s) 10, B = —aFPn
W skali mikro traktujemy I(¢) i S(¢) jako zmienne losowe o warto$ciach
catkowitoliczbowych. Stan uktadu jest para (I,5); := (I(t),S(t)) = (4, s). Ewolucja
procesu jest opisana réwnaniami

P((I,S)in = (i+ 1,5 — V)|(I,S), = (i,s)) = a%z’h +o(h) dla h \, 0,
(5) P((1,8)ern = (i — 1,8)[(I,8), = (i,5)) = Bih + o(h) dla h \, 0,
P((I,S)isn = (i,9)|(I,S)e = (i,s)) = 1 — (az + 5) ih + o(h) dla h N\, 0.

Symulacja procesu opisanego powyzszymi réwnaniami rowniez moze zostaé
przeprowadzona przy uzyciu algorytmu Gillespie’go. Tym razem jednak musimy
monitorowaé¢ dwie wielkosci — liczbe zainfekowanych (I) oraz liczbe osobnikéw
podatnych na zakazenie (5). Jedli liczby te wynosza i i s, odpowiednio, to

czas oczekiwania na kolejne ,zdarzenie” (czyli zainfekowanie nowej osoby lub
wyzdrowienie/$mier¢ osoby zarazonej) ma rozktad wykladniczy z parametrem

7 st + Bi. Kiedy juz dojdzie do zdarzenia, to z prawdopodobienstwem % jest
to nowe zarazenie (oraz wyzdrowienie/$mieré w przeciwnym przypadku). Nowe
stany odpowiadajace tym dwém rodzajom zdarzen to, odpowiednio, (i + 1,5 — 1)
oraz (i — 1, s). Oczywiscie symulacja koniczy sie, kiedy ¢ = 0.

Na rysunku [5| widaé kilka trajektorii procesu opisanego réwnaniami ([5)), wraz
z zaznaczonym kolorem rozwiazaniem réwnania rézniczkowego . PrzyjelisSmy
nastepujace wartosci parametréw: o = 2, 8 =1, ig = I(0) = 1, £ = 5000.
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Rys. 6. Liczba wszystkich dotychczas
zainfekowanych. Przerywang linig
oznaczono rozmiar populacji. We
wszystkich symulowanych przebiegach po
wygasnieciu epidemii okoto 1000 os6b
pozostaje w stanie S (sg to osoby, ktére
nie zostaly zarazone)

Poczatkowo trajektorie zachowuja sie tak, jak w modelu poprzednim: najpierw
sporo losowych fluktuacji, p6zniej nastepuje faza wykladniczego wzrostu. Jeszcze
pézniej widaé zupelnie inne zjawisko: hamowania wzrostu wskutek spadku liczby
narazonych S(t), az do zupelnego wygasniecia epidemii.

Dla réznych realizacji tego samego procesu SIR widaé¢ duze przesunigcia w fazie,
wynikajace z losowego charakteru poczatkowego fragmentu. Losowe fluktuacje
(gléwnie poczatkowe) maja tez pewien (niewielki) wplyw na maksymalna liczbe
zarazonych (maksima poszczegélnych krzywych).

W opracowaniach dotyczacych rozwoju epidemii czesto przedstawia sie réwniez
liczbe wszystkich oséb, ktére zostaly zainfekowane do danego momentu (tzn.
liczbe zdarzen polegajacych na zarazeniu nowej osoby). Liczba ta odpowiada
procesowi £ — S(t), widocznemu na rysunku @ Warto zwrdci¢ uwage na niewielkie
fluktuacje liczby wszystkich oséb, ktére zostaly zakazone do czasu wygasniecia
epidemii.

Przedstawione w tym artykule modele rozwoju epidemii sg skrajnie uproszczone
i nie nadaja sie do iloSciowego opisu rzeczywistego zjawiska. Niemniej nawet
takie modele pozwalajg troche zrozumieé¢ mechanizm epidemii na poziomie
jakoSciowym.

Dlaczego czasy oczekiwania na skok maja rozklad wykladniczy?

Aby udowodnié, ze zmienna W ma rozklad wyktadniczy z parametrem A, wystarczy
pokazaé, ze zmienna e~ ma rozklad jednostajny na odcinku [0,1], tzn. ze dla
dowolnego t > 0: P(W < t) =P(e ™ > e M) =1 — e,

Przyjrzyjmy sie czasowi pierwszego skoku, Wi = T1 = inf{¢t : I(t) # i0}. Nietrudno
uwierzy¢, ze

P(W1 <t+h|W1 >t) =PI (t+h) #iolI(t) =0) + o(h) = (a+ B)ioh + o(h),

gdzie druga réwnos$é¢ wynika z . Jedli F(t) = P(W; < t), to dostajemy stad réwnanie
%ﬁ(ﬂ = (a+ B)ioh + o(h), zatem < log(1 — F(t)) = % = —(a + B)iot, skad
wnioskujemy, ze 1 — F(t) = exp{—(a + f)iot}. Identyczne rozumowanie stosuje si¢ do

Why+1 1 prowadzi ono do analogicznego rezultatu, z g zastapionym przez i,.

Fibonacci spotyka Banacha Jarostaw GORNICKI*

* Politechnika Rzeszowska

Fibonacci (wlasciwie Leonardo z Pizy, ok. 1170-1240) nauczy! sie zasad
arytmetyki hindusko-arabskiej, gdy razem z ojcem przebywal w Bougie (obecnie
algierska Bidzaja). Poszerzal swoja wiedze podczas podrézy do Egiptu, Syrii,
Grecji, na Sycylie, do Prowansji. Gdy osiadl w Pizie, w 1202 roku napisal
traktat Liber Abaci (Ksiega rachunkéw), z mys$la o rozpowszechnieniu w Europie
notacji dziesigtnej opartej na wykorzystaniu cyfr 0,1,2,...,9. Pokazal w nim
uzytecznos¢ nowych metod na wielu przyktadach rachunkowych, szczegdlnie
zwigzanych z przeliczaniem miar i wag, obliczaniem zyskéw i odsetek, wymiang
pieniedzy. W 1225 roku napisal rozprawe Liber Quadratorum, ktora miata byé
kontynuacja Arytmetyki Diofantosa. Problemy rozwazane przez Leonarda nie
sa banalne. Przekonujemy sie o tym, rozwiazujac zadania zamieszczone w jego
tekstach:

1. ZnaleZé liczbe wymierng x takq, ze liczby x — 5, © oraz 3. Wybraé mozliwie najmniej odwaznikéw tak, aby na

z + 5 sq kwadratams.

wadze szalkowej mozna bylo zwazyc kazdy tadunek

[Najmniejszym rozwiazaniem jest: x = % = (%)2, 0 masie'l, %7 3,...,30.
$—5:%:(%)271’+5:%:(%)2] [OdeWl‘edZ: 1,3,9,27] ‘ ‘
e o : 4. Ile bedzie po roku par krélikow, ktore urodzq sie
2. Wybraé pieé¢ odwainikow tak, aby mozna bylo na jako potomstwo jednej pary, jesli kasda para wydaje
wadze szalkowej zwazyé kazdy tadunek o masie na Swiat co miesige nowg pare, zdolng z kolei po
1,2,3,...,30, jezeli podczas wazenia odwazniki mozna miesigcu do rozmnazania, i jesli Zadna para w tym

uktadac tylko na jednej szalce.
[Odpowiedz: 1,2,4,8,16.]

czasie nie ginie?
[Odpowiedz: 377.]
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