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Czytelnik Lubigcy Analiz¢ Matematyczng
doprecyzuje, ze ,porzadna” znaczy tu
»spelniajaca warunki Dirichleta”.

W funkcjach z okresem T # 27 trzeba

4 2m
przeskalowaé x przez Zf.

Sporzadzanie widma funkcji f to nic
innego, jak znajdowanie takich n, ze
wyrazenie a,, sin(nz) + b, cos(nz) jest
istotnym skladnikiem funkcji f.

Czytelnik Obeznany z Rezyseriag Dzwigku,
gdy spojrzy na rysunek [2] powie

z latwoscia, ze przedstawiony jest na nim

dzwick A z oktawy wielkiej (czyli dzwigk

o bazowej czestotliwosci 110 Hz).

Zawijanie i wycinanie dzwiekéw
Radostaw KUJAWA*

NagraliSmy ze znajomymi piosenke. Nie byto to profesjonalne przedsiewziecie:
nie wynajeliémy studia nagraniowego, ale spotkalidémy si¢ u jednego z nas,
wyjeliémy instrumenty i zagraliSmy kilka razy do porzadnego dyktafonu.
Niestety, brak zawodowstwa dalo sie odczué¢ natychmiast — okazalo sie, ze
siedzialem na skrzypiacym krzedle, ktére przy kazdym moim ruchu robito ziiik,

Na szczescie rezyserzy dzwieku dysponujg narzedziami, ktore moga ,,wyciaé”,
albo przynajmniej ,schowac¢”, takie niepozadane odglosy. Nie trzeba byto
wiec spotykac si¢ jeszcze raz i pamigtaé, by siedzie¢ na innym krzesle.
Wystarczylo pozby¢ sie skrzypienia w trakcie obrébki nagrania. Taka
operacja wyciecia zbednego dzwieku jest mozliwa dzigki narzedziu, ktére

w skrécie nazwiemy FFT (Fast Fourier Transform, czyli Szybka Transformata
Fouriera).

Zeby zobaczyé, jak dziala FFT, zacznijmy od podstaw. Dzwiek to funkcja
zmiany ci$nienia powietrza. Nie jest to jednak dowolna funkcja — ci$nienie
podlega niewielkim zmianom, a dzwieki, przynajmniej te w przyjaznej

dla ucha postaci, maja (méwiac muzycznie) swoja wysoko$é, czyli ($cilej)
odpowiadajaca im funkcja zmiany ci$nienia powietrza jest funkcja okresowa.

Kazda porzadnag funkcje okresowa mozna przedstawi¢ za pomoca szeregu
Fouriera. W duzym uproszczeniu — jesli funkcja f ma okres 27, to da sie ja
przedstawi¢ jako f(x) = C + > 7 a, sin(nx) + by, cos(nz). Tego mocnego
narzedzia teoretycznego nie mozna tu stosowaé $cisle, bo na ogét dzwieki
zmieniaja sie w czasie, wiec nie mamy do czynienia z funkcjami par excellence
okresowymi. Wciaz sa one jednak ,okresowawe”, to znaczy zmieniaja sie na
tyle wolno, ze mozna lokalnie sporzadzi¢ widmo dzwieku — czyli powiedzieé,
ktore czestotliwosci bazowe sa istotne w danej chwili. Wtasnie to widmo jest
generowane przez FFT.

Spéjrzmy na dwie postacie pierwszego dzwieku wspomnianej wezedniej
piosenki — wykres drgania oraz odpowiadajacego mu widma.
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Rys. 1. Funkcja zmiany ci$nienia w czasie dla dzwigku struny gitarowej. Mozna w niej dostrzec
pewng regularnoséé, lecz trudno jg precyzyjnie opisaé
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Rys. 2. Widmo dzwigku z rysunkum Na osi X jest czestotliwo$¢ w Hz, na osi Y — amplituda drgania
w danej czestotliwosci

Rysunek [2| przedstawia udzial danej czestotliwoéci w dzwieku z rysunku
Ten dzwigk nie jest funkcja okresowa — kazdy puls ma nieco inny ksztatt —
jednak mimo to mozna sprébowaé skonstruowaé jego szereg Fouriera. Istotna
role beda odgrywaé¢ w nim jedynie amplitudy a119, b110, @220, 220, @330,

b330 itd.

Razem z FF'T pojawia si¢ nowy punkt widzenia, niebywale przydatny

w analizie dZwieku. Z rysunku [1] mozna od biedy wydedukowaé czestotliwosé
bazows, ale cala subtelno$é¢ ksztaltu widma jest juz nie do wychwycenia.

Na rysunku [2| zupelnie jasne jest, ze szdsta sktadowa (zabek o f = 660 Hz)
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Konstrukcja widma dyskretnego sygnaltu
to Dyskretna Transformata Fouriera

(w skrécie DFT — Discrete Fourier
Transform).

Czytelnik Oswojony z Liczbami
Zespolonymi moze dla k =0,...,N — 1
oraz dla prébek ag,...,an—1 oblicayé
k-ty element widma zgodnie ze wzorem:

N-—-1
2mkn
A = anpe N

n=0

Uwaga: w DFT modul nie wystepuje —
Ay jest wtedy liczba zespolong, ktéra
niesie ze soba dodatkowa informacje

o fazie drgania.

Czytelnik Wnikliwy zauwazy, ze oba
nawiniecia, ktére nie sumujg sie do 0,
sg rownowazne — nawijanie co 1 promien
musi by¢ symetryczne do nawijania
co N — 1 promien! Co wiecej, nawijanie
co N — 1 promienn ma swoj wlasny sens.
Bo cho¢, patrzac na prébki z rysunku [3a)
spodziewamy sig, ze przyblizajg one
funkcje sin(z):
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to jednak réwnie dobrze moga by¢
prébkami funkcji — sin(7z):

Niepozadane zjawisko, ktére bierze sig

z niejednoznacznej reprezentacji sygnatu
okresowego przez jego wartosci chwilowe
i moze zaistnie¢ przy nieostroznym
przetwarzaniu sygnaléw, nosi nazwe
aliasingu. Polega na tym, ze po obrébce
sygnalu pojawiaja si¢ w nim
czestotliwosci, ktérych na poczatku nie
bylo. Aby tego uniknaé, trzeba braé¢ na
powaznie tylko polowe nawinigé (druga
polowa jest symetryczna). Zatem dla

N prébek zbadamy efektywnie tylko
pierwszych N/2 czestotliwosci bazowych.

Mozna na nawijanie spojrzeé¢ z innej
strony — jesli wiemy, jaka funkcje
nawijamy, nie musimy jej prébkowac,
mozemy ja nawingé w sposob ciggly. Na
ponizszych ilustracjach funkcja

f(z) = sin(5z) nawinieta jest
odpowiednio jeden i dwa razy:
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Oba ksztalty nieprzypadkowo wygladaja
bardzo podobnie do tych z rysunku dla
k =11k = 2. Takie nawinigcie
nieskoniczenie wielu prébek odbywa si¢
w Ciagtlej Transformacie Fouriera.

niemal nie istnieje, za to dziewigta (f = 990Hz) jest tak duza jak czwarta
(f = 440Hz). To, ze takie fakty sa w ogdle mozliwe do zaobserwowania, jest
kluczowe chociazby w analizie mowy.

Jak skonstruowaé takie widmo? Zatézmy, ze funkcja opisujaca dzwiek jest
dyskretna, a wiec zadana jakims$ ciggiem prébek ag,...,an_1. Wtedy widmo
rowniez jest dyskretne, nazwijmy jego wartosci Ag, ..., Ay_1. Wartos¢ Ax
powie, jak istotna sktadowa dzwigku jest drganie o czestotliwosci k.

Wyobrazmy sobie plaszczyzne z punktem (0,0), z ktérego wychodzi

N promieni (zob. rys. [3b]). Potraktujmy wartosci prébek jako diugosci
wektoréw (zob. rys. . Kazdy wektor umieszczamy na odpowiednim
promieniu, czyli zaczepiamy go w punkcie (0,0) i nadajemy mu kierunek
tegoz promienia. Dla danego k zaczynamy od k-tego promienia i z nastepna
probka skaczemy do promienia k krokéw wprzéd. Liczba Ay to dlugo$é sumy
wektorow-probek nawinietych podczas k-tego nawijania.
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(a) 8 prébek funkcji sinus (b) 8 promieni z (0, 0)

Rys. 3. Wezmy N = 8 prébek, by na rysunkunawinqé je wokét punktu (0, 0)
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Rys. 4. Nawijanie, przyklady dla k = 1, 3. Wektory zsumujg sie do zera dla k = 0,2,3,4,5,6 (dla
k = 1 zsumuja si¢ do (0,4), wiec drganie o czegstotliwosci 1 jest drganiem bazowym badanej funkcji;
natomiast k = 7 to patologia — zob. margines)

By lepiej wyobrazié sobie mechanizm nawijania, wezmy funkcje sin(5x) oraz
ogromne N, np. 128 (zob. rys. . Nawiniete wektory wykresla fantazyjne,
cho¢ zarazem bardzo regularne, ksztalty. Dos¢ tatwo mozna wyrobi¢ sobie
intuicje, ze w kazdym przypadku, z wyjatkiem k& = 5, wektory zsumuja sie
do (0,0).

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Rys. 5. Nawijanie N = 128 prébek funkcji sin(5z) dla k = 1,2,5

To, ze nawijane prébki funkeji sin(lz) zsumujg sie do (0,0) dla kazdego
k # 1, to tylko polowa sukcesu. Kluczowa wlasnoscia jest, ze algorytm
wciaz bedzie dziata¢, gdy badana funkcja ma wiecej niz jedno drganie
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Zgodnie z uwaga o aliasingu, dla 64
prébek policzymy 32 wartosci widma.

Przykltad z punktowym skokiem (rys.
ma intuicyjny sens fizyczny, w praktyce
bowiem takim skokiem jest kazdy stuk,
trzask itd. Widmo za$ elegancko
tlumaczy, czemu jedli klasnie si¢ przy
pianinie z niettumionymi strunami, to
wszystkie mniej wiecej jednakowo mocno
zadzwigczg.

Tu zblizamy si¢ jeszcze bardziej do
szeregu Fouriera (rys. E[), bo wartos$é
widma dla k = 0 odpowiada statej C' we
wzorze

flz)=C+ 22;1 a; sin(lx) + by cos(lx).

Oczywiscie nie tylko syntetyczna fala
prostokatna ma w widmie same
nieparzyste sktadowe. W naturze taka
falg jest chociazby dzwigk tworzony przez
drgajaca kolumne powietrza jednostronnie
zamknieta, czyli np. przez klarnet.
Zwtlaszcza niski rejestr tego instrumentu
ma miekka, ciepla barwe, ktéra bierze si¢
wlasnie z wyeliminowania parzystych
sktadowych.

Wzmianka o szybkim generowaniu widma
jest doskonalg okazja, by wspomnieé, od
czego tak naprawde pochodzi skrét FFT:
Fast Fourier Transform to nazwa
algorytmu, ktéry w czasie O(nlogn)
oblicza widmo zadanego sygnalu. Jest
szybki, bo w elegancki sposéb korzysta

z pewnej dosé prostej cechy liczb
zespolonych, aby dwukrotnie zmniejszy¢
rozmiar danych wej$ciowych

bazowe. Méwiac bardziej formalnie, jesli nawiniemy prébki funkcji

f(z) =371 arsin(lz) + by cos(lz), to zsumuja sie one do (0,0) zawsze, gdy
dla danego [ mamy a; = 0 i b; = 0. Czytelnik Spostrzegawczy od razu zauwazy,
ze wzor funkcji f jest juz bardzo podobny do wzoru na szereg Fouriera. . .

Spéjrzmy na zestawione parami N = 64 probki réznych funkeji z ich widmami
wyliczonymi zgodnie z algorytmem nawijania.
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Rys. 6. Prébki f(x) = sin(5z) oraz ich widmo — jest zerem wszedzie poza k = 5
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Rys. 7. Dla f(z) = sin(5z) + sin(10z) + sin(15z) widmo wskaze 5, 10 i 15
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Rys. 8. Funkcja punktowo rézna od 0 ma widmo jednolicie rézne od 0
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Rys. 9. Funkcja stala ma widmo rézne od 0 tylko w k =0
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Rys. 10. Prébki tzw. fali prostokatnej, czyli f(z) = sgn(sin(z)), dadzg widmo, w ktérym zapalone sg
sktadowe dla k nieparzystych

Czytelnika Uwaznego zaniepokoi, ze we wszystkich przykladach okresem
badanej funkcji byto sprytnie dobrane 27, co wiecej, po cichu zalozylismy,

ze ten okres jest znany. Takiego zalozenia w praktyce jednak na ogdt nie

ma — i to jest realny problem podczas przetwarzania sygnatu. Rozwiazuje si¢
go, ,Sciszajac” krance badanego przedziatu, by zniwelowa¢ skok na granicy
okresow. Mowiac Scilej, przemnaza sie probki przez tzw. funkcje okna.
Dlatego tez drganie przedstawione na rysunku [1| ma mala amplitude na
swoich koncach.

Wiemy zatem, ze widmo dZzwieku mozna wygenerowaé, i mniej wiecej wiemy
jak. Okazuje sie, ze po pierwsze: umiemy je wygenerowac¢ szybko, a po drugie:
umiemy to widmo z powrotem odwinac¢ i wréci¢ do jego pierwotnej postaci

(i to tez umiemy zrobié¢ szybko!). Moge wiec bez problemu uzyé FFT, by
przeanalizowaé¢ widmo nagrania ze skrzypiacym krzeslem, zlokalizowaé
czestotliwosé dzwieku skrzypu i ja ordynarnie wyciaé¢ (przy odrobinie
szczescia uda mi sie nie zrobié¢ duzej krzywdy wlasciwym dZzwiekom piosenki).
Nastepnie moge z powrotem odwingé¢ widmo i uzyskaé¢ pierwotne nagranie,
tylko juz bez krzesta.

Naturalnie transformata Fouriera jest czym$ duzo wiecej niz tylko korektorem
niedoskonaltosci offowych piosenek. Jest wszechobecna w cyfrowym
przetwarzaniu sygnaléw, zaréwno elektrycznych, jak i akustycznych, jej wersja
ciggla jest nieodzowna w mechanice kwantowej, pod nieco zmieniona postacia
odpowiada za kompresje MP3, a nawet jest biologicznie zaimplementowana

w ludzkim uchu. Jednak juz sam jeden przyktad wycinania skrzypiacego
krzesta wystarcza, bym wciaz trwal w zachwycie, ze ,tak si¢ da”.
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