Salamandry buszujag w JOWach
Andrzej DABROWSKI

W konicu 2016 roku sad okregowy stanu Wisconsin

po raz pierwszy w historii wyboréw do Kongresu

USA zdecydowatl o zmianie dystryktéw wyborczych.
Uzasadnieniem bylo to, ze jednomandatowe

dystrykty wyborcze dawaly niesprawiedliwa przewage
Republikanom. Zdaniem sadu partia ta, majac przewage
w kongresie stanowym, po spisie powszechnym 2010 roku
wyznaczylta dogodny dla siebie uktad dystryktéw.

Spis powszechny, oglaszany w USA co 10 lat (poczawszy
od 1930 zawsze 1 kwietnia), ustala aktualng liczbe
ludnoéci w USA. Na jego podstawie, zgodnie

z Konstytucja, okredla si¢ liczbe kongresmanéw
reprezentujacych kazdy stan w Izbie Reprezentantow.
Rozdzial drugi 14. poprawki Konstytucji USA stanowi: ,,Reprezentanci
zostang rozdzieleni miedzy stany proporcjonalnie do ich licznodci,

ustalonej jako catkowita liczba mieszkancow kazdego stanu,
z wylaczeniem Indian niepodlegajacych opodatkowaniu”.

W kazdym stanie ustala sie jednomandatowe dystrykty
wyborcze (tytulowe JOWYy). Liczba dystryktow
odpowiada aktualnej liczbie reprezentantéw danego
stanu. Z wyjatkiem stanow, ktore reprezentuje jeden
cztonek Izby Reprezentantéw (np. Alaska czy Vermont),
dystrykty w kazdym stanie powinny by¢ tak wybrane,
by mialy zblizong liczbe ludnosci, a ich ksztalt winien
by¢ zwarty i spojny.

Pierwszy z tych probleméw, polegajacy na podziale
mandatéow wedlug zadanej proporcji ludnosci w stanach,
nie ma jednoznacznego rozwiazania. Pisatem o tym

juz w Delcie (Mandaty z urny, Al?). Drugi problem
jest o wiele trudniejszy. Dystrykty powinny by¢ tak
wyznaczone, aby nie tylko spelniaty wymagania co

do réwnej liczby ludnoéci, mialy odpowiedni ksztalt,
uwzglednialy proporcje rasowe, nie dzielilty miast,

ale i odzwierciedlaty proporcjonalne poparcie partii
politycznych w stanie.

Manipulowanie ksztaltem dystryktéw w celu uzyskania
nieproporcjonalnie korzystnego wyniku wyboréw
jednomandatowych nazwano gerrymanderingiem.

Dziwny ksztalt, przypominajacy salamandre, nadal w 1812 roku
jednemu z dystryktéw gubernator Massachusetts Elbridge Gerry — stad
gerry — salamander. Dzigki takim manipulacjom Demokraci uzyskali
przewage mandatéw w stanie.

Gerrymandering jest coraz bardziej agresywny.

Mozna konstruowaé¢ wygodne dla siebie mapy, majac
dostep do danych o preferencjach wyborczych oraz
wyspecjalizowanych narzedzi informatycznych (np.
program Maptitude). Nastapilo odwrécenie relacji: to nie
wyborcy wybieraja politykéow, a politycy — wyborcow.

Udowodnienie, ze mamy do czynienia z tendencyjnym
podziatem stanu na dystrykty, jest niezwykle trudne.
Sedzia Sadu Najwyzszego USA Justice Stewart powiadat:
Gerrymandering jest jak pornografia — {atwo zobaczyd,
trudno zdefiniowaé. Sad Najwyzszy w 2004 roku odrzucit
wszystkie dowody na gerrymandering, nazywajac go
problemem nierozstrzygalnym.
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W poszukiwanie metod wykrywania symptoméow
gerrymanderingu zaangazowali si¢ rowniez matematycy.
Proébuje sie zdefiniowaé, co to znaczy odpowiedni
ksztalt dystryktu. Na Tufts University powstala grupa
badawcza Metric Geometry and Gerrymandering Group.
Co roku organizowany jest otwarty konkurs na prace,
ktére pozwola wykryé¢ wystepowanie gerrymanderingu.

Problem gerrymanderingu dotyczy nie tylko USA,

ale i innych krajéw, nie wykluczajac Polski. Wszedzie
tam, gdzie mandaty ustalane sa w jednomandatowych
okregach wyborczych, zagrozenie gerrymanderingiem jest
mozliwe.

Gerrymandering

Oto przyklad obszaru, sktadajacego sie z 50
obwodéw wyborczych, w ktérym zieloni maja 40%
poparcia, a szarzy — 60%. Obszar nalezy podzielié¢
na 5 réwnolicznych dystryktow.

Rys. 1 a b c

Obszar mozna podzieli¢ zgodnie z proporcja gloséw
zielonych do szarych w calym obszarze (2:3) (rys. la),
dokladnie sprzecznie z ta proporcja (0:5 1 3:2)

(rys. 1b i 1c). Podzial z rysunku 1b charakteryzuje
sie regularnymi ksztattami dystryktéw, a podziat

z rysunku lc — nieregularnymi. Ze wzgledu na ksztalty
podzial 1c nazwano by gerrymanderingiem. Niestety
podzial 1b nie zwrdcilby niczyjej uwagi. Dopiero

po wyborach okazaloby si¢, ze podzialy z rysunkéw
1b i 1c sa manipulacja wyborcza. W rzeczywistosci
mamy czasami bardzo dziwny podzial na dystrykty

— przyktady dystryktéw o fantazyjnych ksztattach
pokazano na rysunku 2.
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Nalezy sobie odpowiedzie¢ na pytanie: czy jest

to zmanipulowany podzial, czy tez stan ma takie
ograniczenia ludnoéciowe lub geograficzne, ze lepszych
dystryktow nie da si¢ wykresli¢?

Rozwigzanie statystyczne

Naturalnym sposobem na stwierdzenie, czy przekroczono
akceptowalny stopien gerrymanderingu, jest uzycie
testéw statystycznych. Ich dziatanie podobne jest

do matematycznego dowodu nie wprost. Bardzo
upraszczajac, dowdd nie wprost polega na tym, ze
zalozenie, iz teza jest nieprawdziwa, prowadzi do
fatszywego wniosku. W przypadku testéw statystycznych
uzasadnienie tezy, zwane w statystyce weryfikacja
hipotezy roboczej (konkurencyjnej), polega na
pokazaniu, ze jej zaprzeczenie (hipoteza zerowa)
prowadzi do mato prawdopodobnego, w Swietle
zebranych danych, wyniku.

Pierre Simon de Laplace na poczatku XIX wieku
twierdzil, ze komety nie naleza do Ukladu Stonecznego.
Uzasadnienie tego stwierdzenia bytlo statystyczne.
Gdyby komety nalezaly do Ukladu Stonecznego, to ich
plaszczyzny orbitalne bylyby zblizone do siebie, tak jak
plaszczyzny orbitalne planet. Tymczasem obserwacje
pokazywaly, ze ptaszczyzny orbitalne komet byty
bardzo zréznicowane. Jest wigc mato prawdopodobnym,
(Laplace nie wylicza tego prawdopodobienstwa), aby
obiekty o tak zréznicowanych orbitach nalezaty do
Uktadu Stonecznego.

W czasach Laplace’a pojecie testu statystycznego nie istniato.

Testy statystyczne sa uznanym sposobem weryfikacji
hipotez. W ten sposéb uznano za udowodnione istnienie
czasteczki Higgsa, skuteczno$é¢ aspiryny w profilaktyce
atakéw serca czy nawet fakt, ze rakiety V2 atakowaly
przypadkowe punkty Londynu.

Podstawowym problemem w testowaniu jest obliczenie
prawdopodobienstwa wystapienia nietypowych
obserwacji (w ,tescie” Laplace’a: zréznicowanych

orbit komet), gdy prawdziwa jest hipoteza zerowa

(np. ze komety pochodza z Uktadu Stonecznego).
Obliczenia te moga nie by¢ proste z wielu powoddw.

Z jednej strony, nalezy okreslié symptomy (testy)
nietypowych obserwacji, a z drugiej — znalez¢ rozklad
prawdopodobienstwa tych symptoméw przy zalozeniu, ze
hipoteza zerowa jest prawdziwa.

W wigkszosci praktycznych sytuacji trudno jest znalezé
odpowiedni rozklad teoretyczny. Stosuje sie wtedy
techniki intensywnie wykorzystujace moc obliczeniowa
komputeréow. Do nich naleza metody Monte Carlo oraz
metoda MCMC (Monte Carlo Markov Chain).

Symptomy gerrymanderingu

W praktyce prawniczej tylko niektére z wielu
proponowanych symptoméw zyskalty popularnosé.

Asymetria

Nietrudno zauwazy¢, ze nawet majac mniejsze poparcie
w obszarze, ktéry bedzie dzielony na dystrykty, mozna

15

uzyskaé¢ przewage mandatéw na swoja korzysé. Metoda
,dzielenie i pakowanie” polega na tym, ze tworzy sie
dystrykty dla przeciwnika, wybierajac do nich jak
najwieksza liczbe obwodéw, w ktérych ma on przewage
(,pakowanie”). Pozostale dystrykty tworzy sie tak,

aby uzyska¢ w nich minimalng przewage, rozdzielajac
réwnomiernie obwody przeciwnika (,,dzielenie”).

Rozklad glosow na partie, ktérej glosy zostaty
odpowiednio upakowane i podzielone w dystryktach,
charakteryzuje si¢ tym, ze przewazaja w nim wartosci
male, a wartosci duze i bardzo duze sg rzadkie.

Taki rozktad nazywany jest w statystyce dodatnio
asymetrycznym (np. rozklad dochodéw czy ci$nienia
krwi u pacjentéw).

W przykladowym podziale (rys. 1c) obwody szare
upakowano do dwoéch dystryktéw, w kazdym z nich

9 szarych i 1 zielony obwdd. Pozostalych 12 szarych

i 18 zielonych obwodéw rozdzielono réwno miedzy trzy
dystrykty. Powstaly trzy dystrykty z 60-procentowa
wygrang zielonych i dwa z 90-procentowa przewaga
szarych. Wybory wygrywaja zieloni w stosunku 3:2,
mimo ze w calym obszarze oddano na nich tylko 40%
glosow. Rozklad wynikéw dla szarych 40, 40, 40, 90, 90
jest dodatnio asymetryczny.

W wyborach z 2012 roku w Pensylwanii rozktad
gloséw oddanych na Demokratéw w 18 dystryktach byt
dodatnio asymetryczny.

Mimo ze w calym stanie poparcie dla Demokratéw byto
nieznacznie wiecksze (50,28% gloséw), to uzyskala ona
tylko 5 mandatéw (27,78%). Rzadzaca w Pensylwanii
partia Republikanska tak rozdzielila dystrykty,

ze znaczace poparcie na Demokratéw skupilo sie

w 5 dystryktach, a w pozostalych 13 z niewielka
przewaga wygrali Republikanie.

Rozktad wygranych w dystryktach
Pensylwania 2012
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Rys. 3. Kolorami (zielony — Republikanie, szary — Demokraci)
oznaczono dystrykty, w ktérych wygrata dana partia.

Wielko$¢ asymetrii mozna zmierzy¢ réznica miedzy
$rednig arytmetyczna a mediana. Dla rozktadow
dodatnio asymetrycznych ta réznica jest dodatnia, dla
symetrycznych — rowna 0. Takiej metody uzyty niektére
sady w Stanach Zjednoczonych, uznajac, ze wystepuje
gerrymandering, gdy ta réznica jest duza.



W przypadku wyboréw w Pensylwanii réznica miedzy
$rednig a mediang wéréd danych z 18 dystryktéw
wynosita 7,71%. Czy ta réznica jest duza? Zgodnie

z metodologia testowania nalezaloby ocenié, jakie
byloby prawdopodobienstwo przekroczenia tej wartosci,
gdyby rozktad gtoséw na Demokratéw w 18 dystryktach
byl symetryczny wokét 50,28%. Przyjmujac, ze

procent gloséw w dystryktach ma rozktad jednostajny
w przedziale (30,28; 70,28), prawdopodobienstwo, ze
réznica miedzy érednig a mediang jest wieksza niz 7,71%,
wynosi 0,0004.

Wniosek: Jest niezwykle mato prawdopodobne, aby w tej
sytuacji rozklad wynikéw glosowania na Demokratow
byt symetryczny wokét 50,28%.

Symulacja metodg Monte Carlo (prébka 10 000 powtdérzen). Uzywany
zazwyczaj w tej sytuacji test t Studenta nie jest dobrym rozwigzaniem.

Symulacja Pensylwania 2012
30,28% < p < 70,28
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Na rysunku 4 przedstawiony jest rozklad réznic miedzy
$rednig a mediang w 18 dystryktach, przy zatozeniu
symetrii rozkladu gloséw na Demokratéw ze Srednia
50,28%. Ledwo widoczny czerwony obszar na prawo

od 7,71 odpowiada prawdopodobienstwu osiagnietego
wyniku w wyborach przy tym zalozeniu.

Rozwleklosé

Zauwazono, ze w stanach z dystryktami o dziwnych,
rozwlektych ksztaltach dochodzi do niesprawiedliwego
podzialu mandatéw. Sad Najwyzszy USA wielokrotnie
powtarzal w swoich ocenach, ze dziwnie wygledajgce
ksztalty sq wskaznikami zlych intencji.

Aby ocenié¢ stopien tej manipulacji, nalezaloby

znalez¢ jakis ,wskaznik dziwnoéci ksztaltu”. Jednym

ze stosowanych jest wskaznik Polsby’ego—Poppera
(wskaznik PP), bedacy stosunkiem pola powierzchni
dystryktu do pola kota o obwodzie réwnym obwodowi
dystryktu. Z nieréwnosci izoperymetrycznej wynika, ze
wskaznik ten nigdy nie przekracza 1 — wartosci dla kola,
czyli obszaru idealnie ,niedziwnego”.

Pole wewnatrz prostej zamknietej krzywej ptaskiej o dtugosci L jest

najwieksze dla kota o obwodzie L (p. artykul w A/lll Symetryzacja
Steinera).

Jednak nie zawsze mate wartosci PP wskazuja na
zafalszowanie, a duze na poprawnos¢ wyboréw. Podzial

16

z rysunku la, gdzie dystrykty sa najbardziej wydtuzone
(wskaznik PP jest najmniejszy i wynosi okolo 0,26),
idealnie odpowiada proporcjom gloséw. Podzial

z rysunku 1b (PP =~ 0,64 jest najwiekszy) skrajnie
zafalszowuje proporcje glosow

PP zalezy tez od skali mapy — im mniejsza skala, tym mniejsze
wartosci. Odpowiedzialny za to jest efekt fraktalny — im mniejsza skala,
tym dluzsza jest linia brzegowa.

Niezgodnosé glosé6w i mandatéw — wskaznik EG

Najbardziej przemawiajacym do wyobrazni jest
wskaznik EG (Efficiency Gap — wskaznik
niewykorzystanych gloséw). Wskaznik ten liczy
frakcje réznicy niewykorzystanych przez partie gloséw
w stosunku do ogélnej liczby oddanych glosow.

Artykul Jak wykryé salamandre w A‘llg poswiecony jest wadom
i zaletom EG.

Gdy partia zdobywa mandat w danym dystrykcie,

to glosy niewykorzystane sa nadwyzka nad potowsa
glosow niezbedna do jego uzyskania. Gdy partia nie
zdobywa mandatu, to wszystkie oddane na nig gltosy sa
niewykorzystane.

Na rysunku la zieloni stracili po 5 gloséw w dwoch
dystryktach, szarzy — po 5 gloséw w trzech. Réznica
15 — 10 = 5 glosow dla szarych oznacza, ze nie
wykorzystali oni 5/50 = 10% wszystkich gloséw.

Jest to wladnie wspétczynnik FG dla szarych (dla
zielonych wynosi on —10%). Jak widaé¢, EG nie oddaje
poprawnego podzialu na dystrykty w tym przypadku.
Lepiej bytoby, gdyby stracone gtosy byty liczone
proporcjonalnie do zasobu gloséw danej partii na
calym obszarze (stanie). Tu zieloni stracili 10/20 = 50%
swoich gloséw, szarzy 15/30 = 50%, wiec skorygowany
wspOlczynnik EG (Eé) wynosi 0%. Mimo wielu
niekorzystnych wlasnosci EG wysokie wartosci tego
wskaZnika (powyzej 7%) sa przyjete jako argument
sagdowy przemawiajacy za gerrymanderingiem.

Szerzej: |[dustingmixon.wordpress.com/2017/10/11/an-impossibility-
theorem-for-gerrymandering/

Anthony Kennedy, sedzia Sadu Najwyzszego
USA, zalecal uzycie EG jako obiektywnego testu:
Setka réznych sedzidow moze badac te same mapy
1 pod warunkiem, Ze sqg oni biegli w arytmetyce,
dojdg oni do identycznych konkluzji, czy mapy
mieszczq sie w dopuszczalnym zakresie @ ktore

z nich nalezy uznad za niekonstytucyjne. (cyt. za:
ballotpedia.org/Efficiency gap)).

Metoda MCMC - test /¢

Rozklad prawdopodobienstwa symptoméw
gerrymanderingu jest trudny do wyznaczenia gtéwnie
z powoddéw geograficzno-politycznych. Lista wszystkich
mozliwych podzialéw na dystrykty w danym stanie
spelniajacych prawnie wymagane warunki spéjnosci,
reprezentatywnosci rasowej i niepodzielnosci miast jest
trudna do ustalenia.


http://dustingmixon.wordpress.com/2017/10/11/an-impossibility-theorem-for-gerrymandering/
http://dustingmixon.wordpress.com/2017/10/11/an-impossibility-theorem-for-gerrymandering/
https://ballotpedia.org/Efficiency_gap

Szczegbly twierdzenia Pegdena mozna
znalez¢ w pracy: M. Chikina, A. Frieze,
W. Pegden Assessing significance in

a Markov chain without mizing, PNAS
March 14, 2017 114 (11) 2860-2864.

Ll Ll
Wybér dystryktéw Wymiana
sgsiednich okregéw

Rys. 5

Nieprzywiedlnos$é — z kazdego stanu
mozna przej$é¢ do kazdego.

Odwracalno$é — prawdopodobieristwo
przejscia trajektorii ig, %1, ..., jest
réwne prawdopodobienstwu przejscia
trajektorii ig, ig—1,...,%0.

Stacjonarno$é — dla kazdego stanu
startowego po odpowiednio dlugim czasie
tanicuch zbiega do tego samego

rozktadu .

Do utworzonego tancucha map mozna
zastosowaé twierdzenie Pegdena. W tym
przypadku X jest mapa podlegajaca
ocenie, Xi,..., X, — mapami
wygenerowanymi w kolejnych krokach.

7 jest rozkladem prawdopodobienstwa
w przestrzeni wszystkich dopuszczalnych
map. Etykiety e; to wartosci funkcji
opisujacej wartosci testu na wystepowanie
gerrymanderingu (np. réznica miedzy
$rednig a mediang, miara rozwlektosci
1/ PP, wspélczynnik EG, EG).

Z twierdzenia Pegdena wynika, ze
prawdopodobienstwo wystapienia
e-outliera w ciagu eg, e1, ..., e, nie
przekracza \/2e.

Test Studenta powstal przy okazji
kontroli jakosci w browarze Guinessa.

Oszacowanie prawdopodobienstwa wystapienia symptomu gerrymanderingu
na zaobserwowanym poziomie jest mozliwe dzieki algorytmowi ,,pelzajacego”
generowania map podziatu na dystrykty i twierdzeniu udowodnionemu przez
Wesleya Pegdena i innych.

Algorytm startuje od mapy, ktéra podlega ocenie. W kolejnych krokach nowa
mapa powstaje przez wymiane pary losowo wybranych obwodow na granicy
dwoéch losowo wybranych sasiadujacych ze sobg dystryktéw. Jesli ta wymiana
prowadzilaby do podzialu prawnie niedozwolonego, losowanie powtarza si¢ az do
skutku. Ciagg map utworzonych w kolejnych krokach tworzy tancuch Markowa.

Twierdzenie (Pegden, test /). Niech M = Xg, X1,. .. bedzie odwracalnym,
nieprzywiedlnym tancuchem Markowa o stacjonarnym rozkladzie stanow .
Przypusémy, ze stanom M przypisano etykiety o warto$ciach rzeczywistych.
Jezeli Xg ma rozklad w, wtedy dla kazdego ustalonego k prawdopodobienstwo, Ze
etykieta Xo jest e-outlierem posrod etykiet przypisanych trajektoriic Xo, X1, ... . Xk,
nie przekracza V2.

Etykieta ey jest e-outlierem dla ciggu etykiet ey, eq, . .
#{i:e; >eo}
k+1
Gdy na bazie mapy Xy wygenerujemy 1000 map i eg > max(eq,es,...,€1000),
to prawdopodobienstwo, ze ey osiagnelo przypadkowo tak duza wartosé,
jest mniejsze niz 0,045. Gdy wéréd 1000 dodatkowo wygenerowanych map
pie¢ bedzie miato wartosci co najmniej takie jak eg, to mapa Xy nie moze
by¢ uwazana za zmanipulowana, gdyz prawdopodobienstwo takiego wyniku
wynosi 0,11, co jest stosunkowo wysokim prawdopodobienstwem.

-y €k, gdy

<e

7Z twierdzenia Pegdena mozna tez oszacowad, ile ,pelzajacych” map nalezy
wykonaé, aby uzyskaé zadany poziom dziwnosci tej mapy (zwany w statystyce
poziomem istotnoéci). Aby prawdopodobienistwo, ze duza warto$é etykiety eqg
jest przypadkowa, nie przekroczyto 0,05, nalezy wygenerowaé wiecej niz

800 - » map takich, ze spoérdéd nich dokladnie r — 1 etykiet ma warto$é¢ co
najmniej tak duza jak eg. Analizujac ta metoda podzial Pensylwanii na
dystrykty w 2012 roku, obliczono, iz prawdopodobiefistwo, ze obserwowane
wartodci réznicy miedzy $rednig i mediang sa przypadkowo tak duze,

jest mniejsze niz 0,0004. Oznacza to silne argumenty za wystapieniem
gerrymanderiungu. Wymagalto to bardzo wielu godzin pracy silnych
komputeréw.

Final

Rozstrzyganie o mozliwosci wystapienia gerrymanderingu wymusza na sgdach
uzycie coraz bardziej skomplikowanych metod matematycznych i statystycznych.
Wykraczaja one daleko poza umiejetnosci arytmetyczne, o ktérych méwil sedzia
Kennedy.

Tradycyjne sadownictwo broni sie przed takimi nowinkami. Nawet wskaznik EFG
spotyka sie z oporem. Jeden z sedziéw argumentowal, ze trudnosé w zrozumieniu
tego wskaznika, z jaka spoleczenstwo mogloby sie spotkaé¢, doprowadzitaby
ostatecznie do ostabienia wiarygodnoéci sadu. Inny z kolei powiada: Moze to

po prostu wynikac z mojego wyksztalcenia, ale moge ten wskaznik opisac tylko
jako socjologiczny betkot.

W reakcji na takie wypowiedzi w kwietniu 2018 roku pojawita sie na
Uniwersytecie Princeton praca pod tytulem Antidotum na betkot. Propozycja
zestawu narzedzi dla sedziow do testowania stronniczego gerrymanderingu.

W pracy tej proponuje sie m.in. uzycie testu Studenta do oceny zagrozenia
gerrymanderingiem. I na jej koncu pojawia sie zlosliwe stwierdzenie: Skoro
piwowarzy potrafig wykorzystac moc statystycznego rozumowania, z pewnosciq
sedziowie tez mogq.

Nadeszly ciekawe czasy dla prawnikow.
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