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Oryginalny problem optymalnego
transportu zostal wprowadzony przez
Gasparda Monge’a w roku 1781. Polegal
na przeniesieniu przy minimalnym
wysitku piasku z miejsca wydobycia do
miejsca, gdzie miat by¢ uzyty do budowy.
W koncu lat 30. XX wieku Leonid
Kantorovich przedstawil nieco inne
sformulowanie tego zagadnienia i od
tamtej pory w literaturze mozna je
znalezé pod hastem Monge—Kantorovich
Problem. W problemie
Monge’a—Kantorovicha zakladamy, ze
koszt transportu rosnie wraz z odlegloscia
i transportowang masa (niekoniecznie
liniowo). W jednym z pierwszych modeli
opisujacych to zagadnienie pokazano
m.in., ze aby dostarczy¢ towary z dwéch
sgsiednich miast do trzeciego, ktére jest
od nich znacznie oddalone, bardziej
optacalne moze byé przetransportowanie
towaréw do wspdlnego miejsca,

a nastepnie jednoczesny transport do
miasta docelowego.

Pytanie o regularno$é rozwigzan oznacza
pytanie o stopien gladkosci rozwiazan,
czyli jak wiele razy mozna rézniczkowaé
funkcje bedaca rozwigzaniem. W teorii
réwnan rézniczkowych czgstkowych czesto
okazuje sig, ze dostatecznie regularne
rozwigzania sg jednoczednie
rozwigzaniami jednoznacznymi (czyli
jedynymi istniejacymi).
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Alessio Figalli, profesor (Eidgendossische Technische Hochschule) ETH

w Zurychu, otrzymal Medal Fieldsa na Miedzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Rio de Janeiro za — jak napisano w uzasadnieniu — ,,wktad
w teorig optymalnego transportu i jej zastosowania”. Figalli po ukonczeniu
liceum klasycznego w Rzymie rozpoczal studia matematyczne w Scuola
Normale Superiore w Pizie, gdzie po czterech latach uzyskal dyplom magistra
pod kierunkiem Luigiego Ambrosio. Prace doktorska przygotowal w ciggu
18 miesiecy pod wspdlnym kierunkiem profesoréw Luigiego Ambrosio oraz
Cédrica Villaniego (laureata Medalu Fieldsa z 2010 roku). Juz w czasie
studiéw Figalli zainteresowal sie problemami optymalnego transportu (tego
dotyczylta jego praca magisterska), a nastepnie poglebial temat w czasie
studiéw doktoranckich. Teoria ta, siegajaca swym poczatkiem czaséw rewolucji
francuskiej, zajmuje sie problemem przeniesienia mozliwie najtanszym
kosztem pewnej masy roztozonej (w ogélnosci niejednorodnie) w zbiorze

A do zbioru B. Poniewaz rozklad masy mozna interpretowaé jako rozklad
prawdopodobienstwa, to zagadnienie transportowe mozna traktowac jako
problem odlegltoéci miedzy dwoma rozkladami prawdopodobienistwa, gdzie
metryka mierzaca te odlegtoéc¢ jest funkcja kosztu transportu. Takie ogdlne
sformulowanie zagadnienia, pozwalajace na dowolne specyfikowanie funkcji
kosztéw, prowadzi do trudnych probleméw matematycznych, a jednoczesnie
ma bardzo szerokie zastosowanie praktyczne w planowaniu przestrzennym,
hydromechanice, biologii, analizie obrazéw, ekonomii oraz wielu innych
dziedzinach.

Alessio Figalli jest wspétautorem ponad 150 prac naukowych, trudno

wiec w krétkim tekscie opisa¢ nawet pobieznie wszystkie jego osiggniecia.

W uzasadnieniu przyznania Medalu Fieldsa na pierwszym miejscu wymieniono
prace dotyczace regularnosci rozwiazan réwnania Monge’a—Ampére’a

oraz ich zastosowania do wykazania regularnosci rozwiazan pewnego

modelu meteorologicznego (semigeostrophic model) wykorzystywanego

do wielkoskalowych prognoz pogody. Model ten, zaproponowany przez
meteorologéw w latach dziewiecdziesiatych XX wieku, opisuje dynamiki
frontéw atmosferycznych (Figalli nazwal go ,modelem ewolucji chmur”). Sens
badania regularnoéci rozwigzan takich modeli zwiazany jest z faktem, ze

w praktyce czesto znalezé¢ mozna jedynie rozwiazania przyblizone, otrzymane
metoda symulacji komputerowych. Takie symulacje oczywiscie powinny by¢
zbiezne do prawdziwego rozwiazania, a to mozna zagwarantowaé jedynie,

gdy rozwiazanie jest jednoznaczne oraz dostatecznie regularne (dostatecznie
wiele razy rézniczkowalne). Alessio Figalli wspélnie ze wspoétautorem Guido
De Philippisem zbadali strukture rozwiazan réwnania Monge’a—Ampeére’a. Ich
wynik ma gltebokie matematyczne znaczenie, poniewaz otrzymane przez nich
oszacowanie wzmacnia wczesniejszy rezultat Luisa A. Caffarelliego z roku 1900
(w kierunku pelnej nieréwnosci Sobolewa).

Autorzy nastepnie wykazali, ze réwnanie Monge’a—Ampere’a moze by¢
traktowane jako réwnanie optymalnego transportu gestosci chmur opisywanych
modelem meteorologicznym. Pozwolito to wykazaé regularno$¢ rozwiazan
modelu meteorologicznego i uzasadni¢ poprawnos¢ symulacji komputerowych
dla tego modelu.

Drugim osiagnieciem Alessio Figalliego, wymienionym w uzasadnieniu
przyznania Medalu Fieldsa, sa napisane w 2017 roku prace z Joaquimem
Serra, dotyczace probleméw swobodnej powierzchni. Problem swobodnej
powierzchni wystepuje w wielu zagadnieniach fizyki i techniki. Swobodne
powierzchnie to na przyktad powierzchnia kostki lodu rozpuszczajacej sie
w szklance napoju lub powierzchnia falujacego morza. Najproscie] mozna
sobie wyobrazi¢ swobodna powierzchnie, rozpatrujac elastyczna membrane
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naciagnieta na okragla rame, ktéra nakrywamy kule lezaca na powierzchni
stolu. Membrana czesciowo dotyka powierzchni kuli, a czesciowo wisi

w powietrzu. Granica obszaru styku membrany z powierzchnig kuli jest wtasnie
swobodng powierzchnia. Oczywidcie w tym prostym przyktadzie swobodna
powierzchnia jest okregiem, ktérego rozmiar zalezy od wymiaréw kuli oraz
ramy, na ktérej rozciagnieta jest membrana. Dla bardziej skomplikowanych
ksztaltéw przeszkody, jaka tu byta kula, rozwiazanie nie musi by¢ juz tak
proste. Zasadnicze jest pytanie o stopien gladkosci swobodnej powierzchni.

Wezmy okragta rame i naciggnijmy na nig W 1977 roku Luis Caffarelli Wykazal, ze swobodna powierzchnia jest gladka

elastyczny materiat. Nastepnie nakryjmy
ta rama kule lezaca na stole tak, zeby
kula znalazla si¢ dokladnie na $rodku tej
ramy. Gdy rama znajdzie si¢ na
powierzchni stotu, to z boku sytuacja
bedzie wygladac¢ tak jak na rysunku.
Przerywana szara linia to powierzchnia
swobodna — miejsce, w ktérym materiat
traci stycznosé z kula. W rzeczywistodci
ta powierzchnia swobodna jest okregiem.

Klasyczna nieréwnosé izoperymetryczna
daje gérne ograniczenie powierzchni
zbioru A przez kwadrat dlugodci jego
brzegu. Problem sigga swoja historig do
starozytnej legendy o tym, jak krélowa
Dydona uzyskata ziemi¢ pod budowe
Kartaginy. W wersji bardziej pasujacej do
problemu rozwazanego przez Figalliego
mozemy mysle¢ o tréjwymiarowym
zbiorze A wypelnionym plynem o pewnej
energii wewnetrznej. Ubytek tej energii
jest zwigzany z wyplywem plynu ze
zbioru A, co jest zalezne od powierzchni
brzegu zbioru A. Informacja o ubytku
energii pozwala kontrolowa¢ powierzchnig
brzegu A.

poza zbiorem punktow osobliwych. Przez nastepne lata matematycy badali
charakter tego zbioru punktéw osobliwych. Figalli i Serra znalezli optymalna
charakteryzacje tego zbioru (zbyt obszerna, aby ja tu dokladnie przytaczaé).
W szczegdlnosci, w przypadku 3-wymiarowym pokazali, ze swobodna
powierzchnia jest gltadka z wyjatkiem izolowanych punktéw osobliwych.

Przywotajmy tu jedna z wczesniejszych prac Alessio Figalliego, napisana
wspélnie z Francesco Maggim i Aldo Pratellim, dotyczaca wykorzystania
teorii optymalnego transportu w dowodzie nieréwnosci izoperymetrycznych.
Klasyczny problem izoperymetryczny polega na znalezieniu optymalnego
ksztaltu obszaru, ktérego brzeg minimalizuje napiecie powierzchniowe.
Przykladem rozwigzania takiego problemu sg banki mydlane, ktore ograniczaja
dang objetos¢ powietrza powloka o minimalnej powierzchni. Bardziej
interesujace jest badanie problemu izoperymetrycznego dla krysztatow,

gdzie rozwigzanie jest bardziej skomplikowane, poniewaz krysztal przyjmuje
ksztalt minimalizujacy energi¢ pochodzaca od oddzialywan miedzy atomami.
Otrzymana we wspomnianej pracy nierownosé izoperymetryczna pozwala
odpowiedzie¢ na pytanie, jak zmienia sie ksztalt krysztatu, kiedy uktadowi
zostanie dodana pewna energia (np. krysztal zostanie podgrzany). Aby uzyskaé
odpowiedz, nalezy spojrzeé¢ na zmiane ksztaltu krysztalu jak na problem
transportu ze stanu poczatkowego (o minimalnej energii) do stanu po dodaniu
energii. Wynik Figalliego, Maggi i Pratelliego méwi, ze zmiana ksztaltu jest
proporcjonalna do pierwiastka z dodanej energii. Ten zaskakujaco prosty
wynik zostal uzupelniony o bardzo wartosciowy z fizycznego punktu widzenia
rezultat, Zze ta zmiana ksztaltu jest stabilna, czyli malemu dodatkowi energii
odpowiada mala zmiana ksztaltu. Co wiecej, poniewaz uzyskana nieréwnosé
izoperymetryczna jest optymalna, wiec zmiana ksztaltu nie moze by¢ wigksza
niz to wynika z ich oszacowania.

Alessio Figalli jest matematykiem o niezwykle bogatym do$wiadczeniu
miedzynarodowym. Po studiach doktoranckich, ktére spedzit miedzy Scuola
Normale Superiore w Pizie a Ecole Normale Supérieure w Lyonie, podjat
prace na uniwersytecie w Nicei oraz w oddziale Centre National de la
Recherche Scientifique (CNRS) przy tym uniwersytecie. Po roku przeniést

sie na stanowisko profesora w Ecole Polytechnique w Palaiseau pod Paryzem.
W latach 20092016 pracowal na réznych stanowiskach profesorskich na
uniwersytecie w Austin (University of Texas at Austin), aby w roku 2016
przyja¢ stanowisko profesora zwyczajnego w ETH w Zurychu. Figalli ma
bardzo liczng grupe miedzynarodowych wspolpracownikéw, ktorych chetnie
odwiedza, nie odczuwajac trudnosci dalekich podrézy lotniczych, a takze
przyjmujac ich wizyty w Zurychu. Promotor jego doktoratu i wspétautor
publikacji, Cédric Villani, podkreslat w jednym z wywiadéw, ze fakt, iz na
edukacje matematyczng Figalliego ztozylo sie doswiadczenie wyniesione z wielu
osrodkéw (z widocznym gléwnym wplywem szkoly wloskiej i francuskiej), mial
znaczacy wplyw na jego matematyczne sukcesy. Na zakonczenie nalezy dodac,
ze wspolpracownicy Figalliego zgodnie podkreslaja jego niezwykla szybkosé

i bieglos¢ w pracy nad technicznymi detalami oraz umiejetnos¢ sprawnego
wyczuwania istoty nowych probleméw. Jest on takze znany z otwartosci

i przyjacielskiego stosunku do mtodych kolegéw i studentéw. Wszystkie te
cechy czynig z Alessio Figalliego matematyka, ktérego dalsza kariera rysuje
sie niezwykle obiecujaco.
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