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Programowanie liniowe to klasa takich
zagadnienn optymalizacyjnych, w ktérych
wszystkie warunki i funkcja celu maja
postaé liniowa. Istnieja standardowe (ale
nie trywialne) efektywne algorytmy
rozwigzujgce ten problem.
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Na rysunku przedstawiony jest najwiekszy
okrag mieszczacy sie w kolorowym
czworokacie. Srodek tego okregu jest
srodkiem Czebyszewa kolorowego
czworokata.

Wielokat wypuktly jest przecieciem
pélplaszczyzn o brzegach zawierajacych
boki tego wielokata.
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Proste do zdefiniowania i zrozumienia problemy geometryczne czesto sa trudne
do rozwiazania i wymagaja uzycia skomplikowanych algorytméw. Wezmy,

na przyklad, zadanie polegajace na znalezieniu najwiekszego okregu, ktéry
mozemy zmiesci¢ w wielokacie. Srodek tego okregu nazywany jest srodkiem
Czebyszewa. Jezeli mamy do czynienia z dowolnie wybranym tréjkatem badz
wielokatem foremnym, srodek Czebyszewa znajduje si¢ w punkcie przecigcia
dwusiecznych jego dwéch dowolnych katow. Zagadnienie staje sie o wiele
bardziej skomplikowane, gdy wezmiemy pod uwage dowolny, nieregularny
wielokat.

Zadanie znalezienia najwiekszego okregu, ktéry mozna wpisa¢ w wielokat,

jest réwnowazne zadaniu znalezienia punktu o najwickszej odlegtosci od

brzegu tego wielokata. Jeden z algorytméw numerycznych, ktéry wydaje sie
skuteczny przy rozwiazywaniu tego zagadnienia, nazywany jest algorytmem
sekwencyjnym. Polega on na wybraniu kandydata na poszukiwany $rodek
Czebyszewa, skonstruowaniu pewnej siatki wezléw dookola kandydata (w spos6b
deterministyczny badz losowy) i wskazaniu wezla o najwiekszej odleglosci od
brzegu. Wezel ten staje sie nowym kandydatem na $rodek Czebyszewa, wokot
ktorego konstruowana jest nowa, odpowiednio ,ciasniejsza” siatka. Procedura ta
powtarzana jest az do osiagniecia pozadanej precyzji.

Opisang metode mozna stosowaé do dowolnie wybranych wielokatow, co jest

jej zdecydowana zaleta, niestety, czasem nie prowadzi ona do znalezienia
interesujacego nas $rodka. Jezeli ograniczymy sie tylko do wielokatow
wypuktych, zdecydowanie lepszym podejsciem jest skorzystanie z programowania
liniowego. Sprowadzajac problem do odpowiedniego ukladu liniowych
nieréwnosci, w prosty sposoéb mozemy dla dowolnego wielokata wypuktego
znalezé najwickszy okrag wen wpisany, wykorzystujac programowanie liniowe.

Mozna sie teraz zastanowié, czy ten ciekawy problem geometryczny ma swoje
zastosowanie w rzeczywistej praktyce. Otéz opisane wyzej metody stosuje

sie do wyznaczania tak zwanych biegunow niedostepno$ci, czyli punktéw

na Ziemi o pewnych ekstremalnych cechach geograficznych. Na przyktad,
oceaniczny biegun niedostepnosci to punkt na oceanie najbardziej oddalony
od ladu. Punkt ten zostal wyznaczony w 1992 roku, nazywa si¢ ,Nemo”

i znajduje sie na Oceanie Spokojnym, 2688 km od najblizszych wysp. Péinocny
biegun niedostepnosci to niezwykle trudno dostepne miejsce na Oceanie
Arktycznym, znajdujace sie na paku lodowym (wieloletnim, dryfujacym lodzie
morskim), najbardziej oddalone od stalego ladu. Kontynentalnym biegunem
niedostepnosci dla Eurazji jest oddalone o 2645 km od najblizszego wybrzeza
miejsce w Chinach.

Przyjrzyjmy sie temu zagadnieniu na przykladzie Polski. Jesli kontur kraju
przyblizymy wielokatem wypuklym, to postugujac sie metodami programowania
liniowego, mozemy odnalezé srodek Czebyszewa tego wielokata, a zatem
przyblizenie punktu najbardziej oddalonego od kazdej z granic ladowych

oraz wybrzeza. Wielokat zostal wybrany jak na ilustracji obok. Pora na
wyprowadzenie interesujacego nas problemu liniowego.

Wybrany wielokat ma siedem wierzchotkéw. Znajdujemy jego odzwierciedlenie
w uktadzie kartezjanskim za pomoca kalkulatora geograficznego, dostepnego,
na przyklad na stronie www.piast.edu.pl (jednostka sa metry). Teraz
wyprowadzmy siedem nieréwnosci, ktére opisuja zadany wielokat. Rozpatrzmy
prosta, ktora przechodzi przez ten najbardziej wysuniety na péinoc z wybranych
punktéw: 54°75" N, 18°3’ E oraz ten na pélnocnym zachodzie 53°50” N,

14°14" E. W ukladzie kartezjaniskim beda to punkty (934076,97; 6061855,94),
(1155571,89; 6220125,62). Rozwigzujac elementarny uklad réwnan, otrzymujemy
wzOr szukanej prostej:

158269,68z — 221494,92y + 1194834233344,56 = 0.



Oczywiscie, interesujacy nas obszar znajduje si¢ ,,pod”
powyzsza prosta, a zatem pierwsza z opisujacych go
nieréwnosci powstaje poprzez zamiang znaku ,,="

w powyzszej rownosci na ,,>>". To samo robimy dla
kolejnych szesciu bokéw wybranego wielokata.

Gdy juz znajdziemy siedem polplaszczyzn, ktorych
przecigcie tworzy interesujacy nas wielokat, mozemy
w prosty sposéb sprowadzi¢ zadanie do programowania
liniowego. Najpierw nieréwnosci, ktére uzyskalismy
w poprzednim kroku, przedstawiamy w postaci

Aix + Biy < C,
gdzie i € {1,...,7}. Wybrany wielokat wypukly mozna
wiec zapisaé jako:

W = {(X,y) : A1X+Bly < C,,Z: 1,,7}
Zadanie polega, jak pamietamy, na znalezieniu srodka
Czebyszewa (., y.) oraz promienia r kola K o érodku
w (2, y.) — najwiekszego kola mieszczacego sie¢ w naszym
wielokacie. Mamy zatem trzy nieujemne zmienne
(z¢,Ye, r) oraz funkcje celu réwna r, ktéra bedziemy
maksymalizowa¢ na pewnym ograniczonym zbiorze.
Zwrbéémy uwage, ze nierownosé A;x + B;y < C; dla
kazdego punktu (z,y) w kole K zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy speliona jest nieréwnosc:

(x) sup{Ai(zc+2)+ Bi(ye +y): Va2 +y> <r} <C.

(@,y)
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Na mocy nieréwnoéci Cauchy’ego—Schwarza dostajemy

Az + Biy < \/A? + B2\/22 + y2. W tej sytuacji

nieréwnosé (*) moze zostaé¢ zapisana jako

Aixe + Biye + mr <G

a nasz problem mozna sformutowaé w prostej do
rozwiazania przez program postaci: ,,Znajdz tréjke
(zeyYe, ) W zbiorze

{AZ.’L'C-FBlyC-F\/AZQ-FBZQ?"gClZII,,7},

dla ktorej wartosé r jest mozliwie najwieksza”.

Powyzsze zagadnienie mozna tatwo zaimplementowad

i szybko obliczy¢ w programie Sage
(http://sagecell.sagemath.org/?q=egjobr). Okazuje
sie, ze obliczajac w ten sposéb, miejsce w Polsce
najbardziej oddalone od wszystkich granic jest potozone
we wsi Jackowice w wojewodztwie 1odzkim, w odleglosci
24 km od uwazanego za geometryczny $rodek Polski
punktu w miejscowosci Piatek.

Programowanie liniowe okazuje si¢ skuteczna i prosta
w uzyciu metoda rozwiazywania wielu zagadnien.
Tutaj pokazalidémy, jak mozna stosowaé te¢ metode

do rozwiazywania ciekawych zadan geometrycznych,
a posrednio réwniez problemoéw geograficznych.

Wpisywanie w przestrzeni

W poprzednim numerze przedstawiliSmy cykl wzajemnie wpisanych trojkatéw
i dwa wzajemnie wpisane pieciokaty. To bylo na plaszczyZnie. A teraz bedzie
przyklad wzajemnego wpisania w przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Jesli kartke z widocznym obok rysunkiem zegniemy wzdtuz poziomej prostej, R

to zobaczymy dwa wzajemnie wpisane czworo$ciany — ten z kolorowymi wierzchotkami

i ten z szarymi. Sprawdzmy to.

To, ze S’ lezy na plaszczyznie PQR jest oczywiste — sa na tej samej czesci kartki.

To, ze P’ lezy na plaszczyznie Q RS, wynika z przecinania si¢

prostych P'S i QR, bowiem

przecinajgce sie proste lezg na jednej plaszczyznie,

zreszta tak samo jest z prostymi réwnoleglymi.

Ten sam argument uzasadnia, ze Q' lezy na plaszczyznie PRS,

a R’ na plaszczyznie PQS.

Tak wigc czworoscian P'Q'R'S’ jest wpisany

Q

w czworoscian PQR.S.
Analogicznie uzasadniamy wpisanie PQRS w P'Q'R’S".

Wypada tez zauwazy¢é, ze w rysunku, ktérego uzylismy,

nie ma nic nadzwyczajnego — kazdy moze bez trudu wykonaé podobny.

Oto przepis:

Rysujemy poziomg prosta, a nad nig byle jaki czworokat, ktérego ani zaden bok, ani przekatna
nie sg poziome. I te boki, i przekatne przecinamy pozioma prosta. Nastepnie dowolnie nazywamy
wierzcholki czworokata literami P, Q, R, S’.

Teraz po drugiej stronie poziomej prostej obieramy dowolnie punkt P’ i taczymy go prostymi z jej
punktami przeciecia z prostymi QR, RS’ i S’Q. Na ostatniej z tak powstalych prostych obieramy
dowolnie punkt R’ i taczymy go prosta z punktem przecigcia prostej poziomej z prosta PS’. ,Przy
okazji” powstal punkt Q’. Gdy potaczymy go z punktem przeciecia prostej poziomej z prosta PR,
powstanie punkt S. Ku naszemu zaskoczeniu prosta R’S trafi tam, gdzie nalezy.

M. K.



