Postep

Wydaje sie, ze postep naszej cywilizacji dokonuje sie
gléwnie w ten sposob, ze cos nowego umiemy, my, ludzie,
skonstruowaé czy dokonaé¢. Przyklady mozna mnozy¢,
podroézujac poprzez wieki, widzimy: rozpalanie ognia,
budowe kota, wytapianie brazu i zelaza, budowe muréw
warownych, wynalazek prochu, leczenie nowych choréb,
udoskonalenie druku, budowe statkéow dalekomorskich,
wreszcie wynalazki maszyny parowej, radia, ostatnio
tranzystory i nastepujace po nich komputery, energia
jadrowa, czy wynalazek wielkiej $wiatowej sieci tacznosci —
Internetu. Oczywiécie, niektore usprawnienia dokonuja sie
przez wiele lat lub wiekéw na drodze mozolnych proceséw.
Sceptycy mogliby powiedzieé, ze to dalece nie wszystko,
bo postep dokonuje si¢ réwniez w ten sposob, ze co$
wiecej wiemy lub rozumiemy. Niekoniecznie umiemy to od
razu wykorzystaé, ale po paru latach lub dekadach — tak.
Niech przykladami z ostatnich wiekéw beda zrozumienie:
elektrycznoéci — co zmienito fizyke i technike; istnienia
bakterii — co zmienito medycyne; istnienia genéw, a wieki
pézniej budowy tych genéw — co w naszych czasach
zmienia biologie i medycyne; budowy atomu — co zmienito
sztuke wojenng i w efekcie przyniosto dekady pokoju;
pochodnych i calek — co zrewolucjonizowalo technike

i wiele, wiele innych.

Wojciech CZERWINSKI

Ale czy moze by¢ jeszcze jakiego$ innego rodzaju
postep? Czy moze dokonywaé si¢ poprzez zrozumienie,
ze czego$ nigdy nie uda nam si¢ zrobi¢? Przeciez
nigdy nie przyniesie to niczego praktycznego. Tak
jest jedynie pozornie! Po pierwsze, gdy rozumiemy,
czego nie uda sie zrobié, to nie tracimy juz sit na
podazanie tg Sciezka. Poza tym czasami sama
niemozliwos¢ zrobienia jednej rzeczy powoduje
mozliwos¢ zrobienia innej — jak w kryptologii.

A mozliwe, ze znajdziemy i inne takie dziedziny.
Ale chyba najbardziej fundamentalna wartos$é
poszukiwania ograniczen jest taka, ze zrozumienie,
czego nie da sie zrobié, jest nieodlaczna czescia
zrozumienia Wszechswiata. A to, nawet jesli
kierujemy sie¢ tylko pragmatyzmem, moze si¢
przydaé, chociaz jeszcze nie wiemy do czego.

Gléwnymi bohaterami tego numeru sa wlasnie
bariery, ograniczenia, ktore nie pozwalaja nam na
pewne dziatania, konstrukcje, doktadne badania.
Pozornie sg jedynie klodami rzucanymi nam przez
Wszechswiat pod nogi. Ale po glebszym przyjrzeniu
sie Czytelnik Koneser moze w nich dostrzec jedyny
w swoim rodzaju urok.
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Ustalenie wspdélnego stanowiska przez grupe ludzi wymaga czesto w pierwszym
kroku wyboru metody podjecia zbiorowej decyzji. Kluczowe staja sie wowczas
pytania: Jaka metoda jest sprawiedliwa? Jaka metoda najlepiej odzwierciedli
preferencje cztonkéw grupy?

Jednym z modeli zbiorowego podejmowania decyzji sa funkcje spolecznego
dobrobytu. Zalézmy, ze grupa n > 2 oséb {wy, ..
chce podja¢ wspdlna decyzje w sprawie k réznych alternatyw (czyli mozliwosei).
Zbiér wyborcow oznaczmy przez W, natomiast zbiér alternatyw przez A.
Przyjmijmy, ze kazda z oséb potrafi uporzadkowaé zbiér alternatyw od
najlepszej do najgorszej jej zdaniem alternatywy — przyporzadkowujac
alternatywom liczby od k (najlepsza) do 1 (najgorsza). Zapis a >; a' oznacza, ze
wyborca w; uwaza alternatywe a za lepsza od alternatywy a’. Dla uproszczenia
wykluczamy ,remisy”. Kazda z oséb ma zatem do wyboru k! mozliwych
uporzadkowan — ich zbiér oznaczmy przez U(A).

., Wy }, nazwijmy ich wyborcami,

Funkcje f: U(A)" — U(A) nazywamy funkcjg spolecznego dobrobytu.

Przyporzadkowuje ona krotce n uporzadkowan alternatyw (odpowiadajacym
preferencjom wyborcéw wy, . .
zbiorowg decyzje. Zapis a > a’ oznacza, ze grupa uznaje alternatywe a za lepsza

., wy) jedno uporzadkowanie, ktére uznajemy za

od alternatywy a’. Aby funkcje spolecznego dobrobytu uznaé za sprawiedliwg
metode podejmowania zbiorowych decyzji, wymaga sie, by spelniala szereg

warunkow.

Postulat niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych glosi, ze decyzja w sprawie

*Université Paris Diderot pozostalych kwestii.
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alternatyw a i a’ nie powinna zalezeé od preferencji wyborcéw wobec



Niezalezno$é¢ od alternatyw niezwigzanych. Przypusémy, ze podejmujac
decyzje przy zastosowaniu funkcji f, grupa uznala alternatywe a za lepsza od
alternatywy a’, czyli a > o’. Nastepnie niektérzy cztonkowie grupy zmienili zdanie
w sprawie pewnych alternatyw, ale ich preferencje wzgledem alternatyw a i a’
pozostaly takie same, tzn. zalezno$é¢ a >; a’ albo @’ >; a dla kazdego wyborcy w;
pozostatla bez zmian. Funkcja f spelnia warunek niezaleznosci od alternatyw
niezwiazanych, jesli zawsze w takiej sytuacji, przy kolejnym podejmowaniu
decyzji za pomoca funkcji f, grupa w dalszym ciagu uzna alternatywe a za
lepsza od alternatywy a’.

Slaby warunek optymalnosci Pareto wymaga respektowania jednomyslnej
preferencji cztonkéw grupy.

Staby warunek optymalnosci Pareto. Zalézmy, ze kazdy cztonek grupy
przedklada alternatywe a nad alternatywe a’, tzn. a >; o’ dla kazdego wyborcy w;.
Powiemy, ze funkcja spolecznego dobrobytu f spelnia staby warunek
optymalnosci Pareto, jesli zawsze w takiej sytuacji zbiorowe uporzadkowanie,
bedace wynikiem zastosowania funkcji f, spelnia a > a’.

Nietrudno przyznaé, ze sformutowane powyzej postulaty stanowia rozsadne
minimum, konieczne, by uznaé funkcje f za sprawiedliwg.

Badaniem tego typu warunkéw oraz analizg wtasnoéci metod podejmowania
grupowych decyzji zajmuje si¢ teoria wyboru spolecznego. Jej narodziny w latach
50. XX wieku wiazaly sie z odkryciem serii paradokséw méwiacych o tym, ze
rozsadne, wydawaloby sie, warunki, sa w praktyce nie do pogodzenia. Bodajze
najbardziej znanym tego typu wynikiem jest twierdzenie Arrowa o niemozliwosci,
pochodzace od amerykanskiego ekonomisty Kennetha Arrowa.

Twierdzenie Arrowa o niemozliwosci. Jesli zbiér alternatyw ma co najmniej
trzy elementy, to kazda funkcja spotecznego dobrobytu, spelniajaca staby
warunek optymalnosci Pareto oraz warunek niezaleznosci od alternatyw
niezwiazanych, jest dyktatura.

Przez dyktature rozumiemy funkcje spotecznego dobrobytu f, dla ktérej istnieje
taki wyborca w;, ze dla kazdej pary alternatyw a i o', jesli a >; a’, to przy
podejmowaniu decyzji za pomoca funkcji f grupa uzna alternatywe a za lepsza
od alternatywy a’. Dyktatura spelnia wprawdzie oba sformulowane przez nas
wymagania, trudno jednak uznaé ja za dobra metode podejmowania zbiorowych
decyzji. Twierdzenie Arrowa méwi wiec w istocie o nieistnieniu funkcji
spotecznego dobrobytu spetniajacej minimalne wymagania sprawiedliwosci.

Pozostaje nam udowodnié¢ twierdzenie Arrowa. Przypusémy, ze grupa n > 2
0s6b podejmuje decyzje w sprawie k > 3 alternatyw przy zastosowaniu funkcji
spotecznego dobrobytu f speilniajacej staby warunek optymalnosci Pareto oraz
warunek niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych. Dla utatwienia przyjmijmy
dodatkowo, ze funkcja f jest neutralna. Oznacza to, ze kazda z alternatyw
traktowana jest tak samo. Doktadniej, jesli kazdy wyborca zamieni w swoim
uporzadkowaniu pewne dwie alternatywy a i @’ miejscami, to w grupowym
uporzadkowaniu, bedacym wynikiem zastosowania funkeji f, alternatywy a i o’
rowniez zamienig sie miejscami. Zalozenie to nie jest konieczne, ale uprosci nieco
dowdd przy jednoczesnym zachowaniu jego kluczowych idei.

Grupe wyborcéw P nazwiemy decyzyjng w kwestii a > a’, jesli jest ona w stanie
przeforsowaé¢ decyzje o uznaniu alternatywy a za lepsza od a’, tzn. jesli kazda

z 0s6b w grupie P przedklada alternatywe a nad o', natomiast wszyscy
pozostali wyborcy przedktadaja alternatywe a’ nad a, to grupowa decyzja przy
zastosowaniu funkcji f jest a > a’. Z neutralnodci funkcji f wynika, ze jesli
grupa P jest decyzyjna w kwestii a > o/, to jest ona decyzyjna w kwestii dowolnej
innej pary alternatyw. Mozemy ja wiec nazwaé¢ po prostu grupa decyzyjng.

Przez D oznaczmy zbiér wszystkich grup decyzyjnych. Poniewaz funkcja f
spelnia staby warunek optymalnoéci Pareto, zbiér wszystkich wyborcow W jest
decyzyjny, czyli nalezy do D.
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Rozwigzanie zadania M 1543.
Jezeli 9n + 16 = k2 oraz 16n + 9 = ¢2 dla
pewnych dodatnich liczb catkowitych k, £,
to

(4k — 30)(4k + 3¢) = 16K” — 90> =

=16" — 9% = 175.
Liczba 175 ma trzy przedstawienia
w postaci iloczynu dwéch dodatnich liczb
catkowitych:
1-175=5-35=7-25,

co wobec 4k — 3¢ < 4k + 3¢ prowadzi do
par (k,£): (22,29), (5,5), (4,3)
i w konsekwencji do n = 52, n =1 lub
n = 0. Bezposrednio sprawdzamy, ze
kazda z tych liczb ma zgdang wlasnoscé.
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Rozwigzanie zadania M 1544.
Mnozac dang réwnoséé stronami przez
a + b+ ¢, uzyskujemy

a,2+a(b+c) h2+b(c+a)jL
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Rozwigzanie zadania M 1545.
Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze

ap <ag < ...<ap.
Zauwazmy, ze w kazdej z par

(Lai—1), (2,a:=2), ..., (lai/2],ai/2])
jest co najmniej jedna liczba spoza

zbioru §. Rzeczywiscie, gdyby w pewnej
parze obie liczby nalezaly do S, to ich
suma takze, co przeczy definicji a;.

Z drugiej strony liczb spoza S, ktére sa
mniejsze od a;, jest dokladnie i —1. Stad
la; /2] <i—1, a zatem a; < 2¢—1.
Sumujac te nieréwnosci dla i =1,2,...,n,
uzyskujemy

a1t+az+...4+an <1434+...4(2n—-1) =

2
=n .

Rozwazmy teraz dowolng grupe wyborcéw P. Przypuéémy, ze wyborcy w tej
grupie przedkladaja alternatywe a nad a’, zag§ wyborcy spoza tej grupy
przedkladajg alternatywe o’ nad a. Mamy dwie mozliwosci. Jesli wspdlng
decyzja w tej sytuacji jest a > a’, to znaczy, ze grupa P jest decyzyjna w kwestii
a > a’, czyli po prostu decyzyjna. Jesli wspolna decyzja jest a’ > a, to decyzyjna
jest grupa W\ P (wyborcy nalezacy do W i nienalezacy do P). A zatem
dokladnie jedna sposréd grup P oraz W\ P nalezy do zbioru D.

Jedli P i @ sa grupami wyborcéw, to przez P N Q) oznaczamy zbiér wszystkich
tych osob, ktére naleza zaréwno do P, jak i do Q). Okazuje sie, ze jesli grupy P
i @ sa decyzyjne, to grupa P N Q réwniez. Rzeczywidcie, rozwazmy alternatywy a
oraz b i przypusémy, ze wyborcy w grupie P N () uwazaja alternatywe a za
lepsza od b, natomiast wszyscy pozostali wyborcy maja przeciwne zdanie.
Wykazemy, ze zbiorowe uporzadkowanie, bedace wynikiem zastosowania

funkcji f, spelnia a > b. Niech ¢ bedzie alternatywa inna niz a i b (alternatywa
taka istnieje, poniewaz zbiér A ma co najmniej trzy elementy). Z warunku
niezaleznosci od alternatyw niezwiazanych wynika, ze preferencje cztonkéw
grupy wobec alternatywy c nie wplywaja na grupowa decyzje w kwestii
alternatyw a i b. Mozemy wiec zalozyé, ze kazdy wyborca w grupie P\ () ma
preferencje b >; a >; ¢; kazdy wyborca w grupie Q \ P uwaza, iz ¢ >; b >; a;
kazdy wyborca w grupie P N Q jest zdania, ze a >; ¢ >; b; za§ wyborcy spoza
grup P i @ uznaja porzadek b >; ¢ >; a. Uporzadkowania pozostalych alternatyw
przyjmijmy dowolne. W wyniku zastosowania funkcji f otrzymujemy grupowe
uporzadkowanie alternatyw od najlepszej do najgorszej. Decyzyjnosé¢ grupy P
implikuje, ze w tym uporzadkowaniu a > ¢, za$ decyzyjnoé¢ grupy  implikuje, ze
¢ > b. Oznacza to, ze grupa uznaje alternatywe a za lepsza od b, co konczy dowdd
decyzyjnosci grupy PN Q.

Podsumowujac, wykazaliSmy powyzej trzy wlasnosci zbioru grup decyzyjnych D:
1) grupa wszystkich wyborcéw W nalezy do D, 2) dla kazdej grupy wyborcéw P
dokladnie jedna spoéréd grup P oraz W \ P nalezy do D, 3) dla kazdych dwdch
grup P i @, nalezacych do D, grupa P N @ nalezy do D. Zbior spekiajacy te trzy
warunki jest ultrafiltrem podzbioréw zbioru W.

Ostatnim krokiem w dowodzie jest wykazanie, ze istnieje taki wyborca w;, iz
grupa jest decyzyjna wtedy i tylko wtedy, gdy w; jest jej cztonkiem.

Niech P bedzie grupa oséb, ktore naleza do kazdej grupy decyzyjnej.

Z warunku 3) wynika, ze grupa P jest decyzyjna. Wobec tego grupa P nie moze
by¢ pusta — grupa wszystkich wyborcéw jest decyzyjna, a zatem warunek 2)
implikuje, ze grupa pusta nie jest decyzyjna. Niech wyborca w; nalezy do
grupy P. Czlonkowie grupy P z definicji naleza do kazdej grupy decyzyjnej,
czyli w szczegdlnosci wyborca w; nalezy do kazdej grupy decyzyjnej. Z drugiej
strony, jesli Q jest dowolna grupa, ktérej w; jest czlonkiem, to grupa W\ @ nie
jest decyzyjna, gdyz w; do niej nie nalezy. Z warunku 2) wnioskujemy wiec, ze
grupa @ jest decyzyjna.

Wyborca w; jest dyktatorem — jesli przedktada on alternatywe a nad
alternatywe a’, to grupa @ oséb bedacych tego samego zdania jest decyzyjna,
a zatem przeforsuje ona zbiorowa decyzje a > a’. To koniczy dowdd twierdzenia
Arrowa.

Wykazalismy, ze funkcja spotecznego dobrobytu niebedaca dyktatura nie moze
jednoczesdnie spenia¢ stabego warunku optymalnosci Pareto oraz warunku
niezaleznosci od alternatyw niezwiazanych. To i inne tego typu paradoksalne
twierdzenia teorii wyboru spotecznego sprawiaja, ze projektowanie grupowych
metod podejmowania decyzji jest bardzo skomplikowane. Nieunikniona jest
rezygnacja z pewnych pozadanych wlasnosci. Sposrod postulatéw, o ktérych
moéwi twierdzenie Arrowa, najczesciej porzuca sie niezalezno$é od alternatyw
niezwiazanych. W praktyce oznacza to, ze aby uzyska¢ bardziej pozadany wynik,
czasem oplaca sie deklarowaé preferencje inne niz rzeczywiste. Wybory sa wiec
z koniecznosci zawsze nie do konca sprawiedliwe.
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