W co graja kraje,
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Gra: zbiér graczy {1,..., N}, ich
strategie S;, funkcje wyptat
Pi(S) = Pi(S1,...,SN).

W réwnowadze Nasha S dla kazdego
gracza i i kazdej jego strategii s,
Pi(S) = Pi(S1,...,8,...,5Nn).

Profil strategii (1,...,1) maksymalizuje
sume wyplat graczy. Takg umowe

w przypadku firm nazywa sie zmowsg lub
kartelem i nie ma ona dobrej prasy.

W przypadku krajow méwimy

o porozumieniach miedzynarodowych. Jak
widaé, sg one niestabilne, wiec bez
dodatkowego przymusu nie maja szansy
si¢ utrzymac.

Garret Hardin, ojciec chrzestny tego
zjawiska, jako rozwigzanie widzial jedynie
,2Wzajemny przymus, na ktéry wzajem sie
zgadzamy”.

Paradoksalnie — dla graczy lepsza od
wyjsciowej jest gra, w ktérej od ich
wyptat odejmuje si¢ podatek za
przekroczenie limitu — poniewaz woéwczas
uklad strategii z porozumienia staje sie
jedyng réwnowaga Nasha.

Cena pozwolenia bedzie réwna
obliczonemu w 2. granicznemu
podatkowi 5.

eksploatujac srodowisko?
Agnieszka WISZNIEWSKA-MATYSZKIEL*

4 wrzesnia 1958 roku islandzki statek patrolowy ICGV Agir prébowal zatrzymad
brytyjski kuter rybacki potawiajacy w strefie 12 mil morskich od brzegbéw
Islandii, zostal jednak staranowany przez brytyjski okret wojenny HMS Russell.
To byt pierwszy incydent pierwszej wojny dorszowej. Co bylo przyczyna serii
konfliktéw, w ktérych przeciwko jednej z najwigkszych marynarek wojennych
Europy staneta liczaca siedem okretow patrolowych i jeden wodolot flota
Islandii? Czego bronita tak zaciekle?

Tytutowa eksploatacja zasobéw to nie tylko zagadnienia zwiazane z polowem
ryb, ale takze m.in. wycinanie laséw tropikalnych, emisja zanieczyszczen,
ktorych nie zatrzymuja naniesione na mape granice, czy eksploatacja
transgranicznych z16z ropy. Narzedzia do ich analizy sa takie same — gry
dynamiczne. Poniewaz te narzedzia sa dos$¢ zlozone, wprowadzimy je stopniowo.
Dla ustalenia uwagi oméwimy te klase zagadnien na przyktadzie eksploatacji
towisk. Zaczniemy od definicji gry.

Gra jest to dowolna sytuacja podejmowania decyzji przez co najmniej dwoch
decydentéw (graczy), w ktorej kazdy dziala we wlasnym celu (wyrazonym jako
maksymalizacja funkcji wyplaty), ale na realizacje celu przez gracza maja wplyw
decyzje podjete przez pozostalych (funkcje wyplaty graczy zalezq od calego
ukladu strategit).

Rownowaga Nasha to taki uktad strategii, ze zaden z graczy nie moze
zwigkszy¢ wyplaty przez zmiane strategii przy niezmienionych strategiach
pozostalych. A wiec rownowaga Nasha to taki uklad strategii, w ktérym zaden
z graczy nie zaluje swojej decyzji, znajac wybory innych.

Przyktad 1. Pieciu rybakéw z Jastarni, posiadajacych po 2 kutry, sprzedaje
swoj poléw na wspélnym targu. Kazdy uzyty kuter wyltawia 1 tone $ledzia.
Cena, po ktérej moga sprzedaé ryby, to 13 — ¢ za tone, gdzie g to laczna liczba
wylowionych ton ryb. Koszt pracy kazdego statku wynosi 1. Zysk gracza i to
zatem

(13— (S14---+85)) -5 —1-5

gdzie S; — liczba jego kutrow wystanych na potéw.

Zauwazmy, ze najlepsza odpowiedz kazdego z graczy na strategie pozostalych
to zawsze 2. Tak wigc jedyna réwnowaga Nasha jest uklad strategii (2,2,2,2,2),
w ktérym kazdy z graczy dostaje wyplate 4. Co by byto, gdyby ograniczyli sie

i kazdy wyslal po jednym statku? Wtedy kazdy dostalby wyplate 7! Wszyscy
by skorzystali na takim porozumieniu. Jednak kazdy z graczy jeszcze bardziej
skorzystalby na wystaniu dwéch statkéw, kiedy pozostali uczciwie trzymaja sie
umowy (wtedy on dostalby 12, a pozostali po 6). To wlasnie jest istota tragedii
wspdlnych zasobéw (the tragedy of the commons) w najprostszym ujeciu (na razie
wspOlny jest jedynie rynek). Jak widaé, ,magiczna reka rynku” w zagadnieniach
wspolnych zasobow nie dziala.

Jak wymusié kooperacje?

1. Wiazace ograniczenia. Komisyjnie zamykamy po jednym statku kazdego
z graczy w porcie. W poréwnaniu z rownowaga Nasha jest to lepsze dla
wszystkich.

2. Podatek regulacyjny. Podatkéw nikt nie lubi. Jednak podatek czysto
regulacyjny, ptacony od przekroczenia zawartego w umowie limitu, jesli
umiejetnie obliczony (w naszym przypadku wigkszy niz 5), nie jest placony przez
nikogo, a na pewno zadziata.

3. Pozwolenia zbywalne. Ustalamy limit statkow na 5 i rozdzielamy go réwno
pomiedzy graczy. Kazdy moze towi¢ w ramach posiadanych pozwolen, ktorymi
gracze moga swobodnie handlowaé¢ miedzy soba. Cene pozwolenia wyznacza
rynek.
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Strategie graczy w grze dynamicznej to
funkcje S;(t, x). W czasie t gracz wylowi
Si(t, X(£)).
Stan towiska opisuje réwnanie

X(t+1) = [(X(8), S(t, X (£)))
ze stanem poczatkowym X (0) = zo.
Wyplata gracza i jest postaci

Pi(S) =Y, Pi(S(t, X ()))8".
Horyzont czasowy T moze by¢ skonczony
badz nie.

Mozna tez rozwazaé¢ analogiczne gry

z czasem cigglym (robi si¢ to nawet
czedciej niz z czasem dyskretnym).

Gry dynamiczne sg znacznie bardziej
ztozone od zwyklych — wiele probleméw
jest ciggle otwartych, w tym wiele
zagadnien zwigzanych z obliczaniem
réwnowag Nasha.

Réwnowage Nasha obliczamy, poczynajac
od konca, analizujac wyptate w tym
okresie. W czasie 1 przy stanie € wyplaty
graczy sa zerowe, przy dowolnym innym
stanie najlepsza odpowiedz gracza na
decyzje pozostatych graczy to 2,

a wyplata to 4. Nastepnie cofamy sie

w czasie do okresu 0 i maksymalizujemy
po decyzji w chwili 0 obecng wyptate
gracza plus obliczong wczesniej
zdyskontowang wyplate przyszla. Analiza
przypadkoéw daje najlepszg odpowiedz
Si(0,z0) = 2; przypadki, w ktérych
decyzje pozostalych graczy sumuja si¢ do
6 lub 7, analizujemy osobno — ze wzgledu
na ,klamerkowa” funkcje wyplaty

w przysztym okresie. Metoda ta,

w ogélnym przypadku bazujaca na
indukcji wstecznej, nazywana jest
programowaniem dynamicznym albo
metodg Bellmana.

Gry dynamiczne. Czego brakuje w tej analizie? Kazdego dnia gracze moga
rozpoczaé kolejna taka sama prosta gre. By¢ moze dobrze opisywataby ona
ryboléwstwo morskie w Sredniowieczu, ale nie przy obecnych mozliwosciach
technicznych — nadmiernie potawianych ryb bedzie coraz mniej, a w skrajnym
przypadku moga nawet wyginac. Przyczyna wojen dorszowych bylto wlasnie
istotne zmniejszenie populacji towisk.

Do pehiejszego opisu zjawiska potrzebujemy kolejnych punktéw w czasie i nowej
zmiennej — zmiennej stanu, oznaczajacej liczbe lub biomase ryb w towisku.
Strategie graczy opisuja, co gracz zrobi w kazdym momencie gry, ewentualnie
w zaleznoéci od stanu towiska. Gracze biora pod uwage nie tylko biezaca
wyplate, ale caltkowity zysk (réwniez przyszly) przy uwzglednieniu, ze jedna
zlotéwka zarobiona w przysztosci moze mie¢ innag wartos¢ — tzw. dyskonto.

Przyktad 2. O ile pigciu rybakéw z Jastarni nie moze zagrozi¢ populacji
baltyckiego §ledzia, to pie¢ nadbaltyckich krajéow juz tak. Teraz graczami sg
kraje, a gra z przykladu 1 (oczywiscie z nieco innymi jednostkami) toczy sie
przez dwa okresy, czynnikiem dyskontowym jest § = % Jedli taczna eksploatacja
przekroczy 5, stan populacji ryb zmniejsza sie z £o = 1 (populacja w niskim,
ale stabilnym stanie) do % (populacja mocno przetrzebiona), a jesli natomiast
taczna eksploatacja przekroczy 7, to stan zmniejsza sie¢ do pewnego malego

e > 0 (populacja na skraju wyginiecia). Przy stanie z kazdy statek moze zlowié
maksymalnie 2z jednostek ryb, ponadto koszty rosna % razy. Przyjmujemy € na
tyle mate, ze w tym stanie polowy staja si¢ nieoptacalne. W tej grze, podobnie
jak w przyktadzie 1, w jedynej réwnowadze Nasha gracze towia z maksymalng
intensywnoscia w okresie poczatkowym, doprowadzajac populacje sledzia na
skraj wyginiecia, mimo ze oznacza to dla nich glodowanie w okresie 1. Wyplata
kazdego z graczy jest rowna 4, podczas gdy w razie porozumienia kazdy mégtby
miec 10,5.

W grach dynamicznych eksploatacji zasobé6w mozna stosowaé te same

metody 1-3 wymuszania kooperacji, mozliwe sa tez inne, specyficzne metody
oparte na fakcie wielokrotnego wchodzenia w interakcje (np. porozumienia
miedzynarodowe, w ktorych jedyna sankcja za wylamanie sie gracza z kooperacji
jest grozba zerwania porozumienia i powr6t do nieoptacalnej dla wszystkich
réwnowagi Nasha).

Pierwsze modele gier dynamicznych opisujacych
eksploatacje srodowiska byly zainspirowane
wspomnianymi wojnami dorszowymi, ktére zakonczyty
sie wydzieleniem 200-milowej wytacznej strefy
ekonomicznej Islandii, co dzi$ jest juz standardem
gwarantowanym prawem miedzynarodowym. Warto
jednak zauwazy¢, ze taka ,prywatyzacja” towisk nie
rozwiazuje w calosci problemu, poniewaz formalne
granice stref ekonomicznych sa ignorowane przez ryby,
ktore moga przeptywaé tam, gdzie jest ich mniejsze
zageszezenie, a wiec wiecej pokarmu. Powoduje to,

ze kazdemu z krajéow optaca sie do pewnego poziomu
zwigkszaé eksploatacje w swojej strefie, zwlaszcza

jesli pozostali postanowili ograniczy¢ eksploatacje

w swoich. Zagadnienie to staje si¢ znacznie bardziej
zlozone, bo juz sam fakt istnienia specjalnych stref
ekonomicznych wymaga uzycia wielowymiarowej
zmiennej stanu i wziecia pod uwage opdznienia, ponadto
w morzach mamy wiecej niz jeden gatunek ryb, a na
szybko$¢ rozmnazania si¢ oprécz biomasy ma wpltyw
struktura wiekowa populacji... Widaé¢ wiec, ze nawet
liczenie jedynie réwnowag Nasha w grach eksploatacji
zasobow morskich, nie wspominajac nawet o konstrukcji
porozumien miedzynarodowych, dzieki ktéorym uda sie
wymusi¢ kooperacje, oznacza zajecie dla matematykow
na dlugie lata.

Co ma wspodlnego bryla Wulffa
z platkami Sniegu?

*Zaklad Rownan Fizyki Matematycznej,
IMSM, WMIM, Uniwersytet Warszawski

Ukichiro Nakaya zyl w latach 1900-1962;
znany jest z tego, ze stworzyt pierwszy
sztuczny platek $niegu.

Piotr RYBKA*

Drogi Czytelniku, jesli popatrzysz na platki $niegu, to zobaczysz wielka ich
rozmaitosé. Bogactwo znanych kolekcji zdjeé $niezynek moéwi nam, ze nie ma
dwdéch identycznych platkéw $niegu. Mozesz zapytaé, czy mozemy skatalogowaé
pokréj krysztalkow lodu i wyjasnié ich ksztalt?

Klasyfikacji stuzy diagram, ktérego autorem jest Ukichiro Nakaya, opisujacy
pokréj krysztatka w zaleznosci od dostepnosci pary wodnej i temperatury
otoczenia. Préba wyjaénienia tego pokroju odwoluje sie do pojecia energii
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