Pamietajmy, ze na niewymiernych
liczbach praktycznie nie potrafimy
wykonywadé tego typu obliczen. Mozemy
albo robié to symbolicznie, albo po prostu
przyblizaé liczby niewymierne ich
wymiernymi odpowiednikami i dalej juz
jest prosto. I tak zazwyczaj robig to nasze
kalkulatory, komputery i inne urzadzenia,
ktére muszag wykonywaé dziatania
arytmetyczne. Stad m,,="3,14, a

V2,="1,41.

(4r6dlo zdjgeia: Science Museum)

Pierwsza maszyna réznicowa Babbage’a.

System Chamberlina—Couranta nie jest
jedynym alternatywnym systemem
wyboru komitetéw wzgledem systeméw
partyjnych. Zainteresowanym
Czytelnikom polecamy zapoznanie sie

z systemem pojedynczego glosu
przechodniego oraz z systemami opartymi
o aprobate [2], m.in. z systemem opartym
o proporcjonalng aprobate.

*University of Oxford

No dobra. To bylo proste, ale mieliSmy sytuacje komfortowa, kiedy to wartosci
wielomianu obliczaliémy dla kolejnych liczb naturalnych. Co by jednak byto,
gdyby argumenty byly wymierne? Ot6z nic by si¢ nie zmienito. Okazuje sie,

ze jesli operator A zastapimy operatorem A. dla dowolnego wymiernego
dodatniego ¢ i zdefiniujemy A.(P(z)) = P(xz +¢) — P(x), to zachowamy
podstawowa ceche operatora A: zastosowanie tego operatora zmniejsza stopien
wielomianu o 1. To nam wystarcza do tego, zeby powtérzyé nasza procedure
dla dowolnego poczatkowego x i dla dowolnego € > 0. Obliczenie kolejnych M
wartoéci dla argumentéw réznigcych sie o z géry ustalong stata dla dowolnego
wielomianu stopnia n wymaga zatem obliczenia jego n kolejnych wartosci ,,na
piechote”, a nastepnie zastosowania M — n razy naszego schematu, za kazdym
razem wymagajacego jedynie n dodawan, bez wykonywania jakiegokolwiek
mnozenia! Niewiarygodne!

Na to, zeby metode opisana powyzej wykorzysta¢ do budowy maszyny,
przypuszczalnie wpadt jako pierwszy inzynier heskiej armii Johann Helfrich
von Miiller (1742-1830). Pomysl ten rozwinal i czesciowo zrealizowal angielski
matematyk Charles Babbage (1791-1871). Jest to bohater niezwykly, wizjoner,
tworca modelu komputera w postaci, ktorej praktycznie dzis powszechnie
uzywamy. Zyl dlugo, choé jego zycie nie bylo uslane rézami. Doéé mtodo zostal
profesorem matematyki w Cambridge, gléwnie za prace w dziedzinie kryptografii
— ciagnelo go zawsze w kierunku zastosowan matematyki w informatyce, cho¢
informatyki wtedy jeszcze nie bylo. W latach 20. XIX wieku wpadl na pomyst
skonstruowania maszyny, ktéra wykonywaltaby automatycznie dziatania
prowadzace do wyznaczania kolejnych wartoéci wielomianéw wedlug podanej
wyzej metody. Sam mechanizm arytmometru byl znany od prawie 200 lat dzigki
konstrukcjom Schickarda, Pascala i Leibniza. Chodzilo o to, zeby ustawi¢ kilka
arytmometrow tak, aby mogly sobie nawzajem przekazywaé obliczone sumy

w odpowiedniej kolejnosci. Efektem prac Babbage’a byta maszyna réznicowa,
ktorej model przedstawiony jest na zdjeciu obok. Wymagata ona recznego
wykonania poczatkowych czynnosci. Babbage na tym nie poprzestal. Zaczat
budowe kolejnej wersji maszyny réznicowej, ktora bytaby znacznie wigksza

i... nigdy jej nie ukonczyt. Nie dlatego, zeby napotkatl jakies nieoczekiwane
przeszkody. Po prostu w trakcie prac nad nia wpadl na pomyst, ktéry tak go
pochlonal, ze zarzucil zaczete prace. Ale jest to temat na osobna historig.

System wyborczy Chamberlina—Couranta
Piotr SKOWRON*

Rozwazmy scenariusz, w ktéorym wyborcy glosuja na kandydatéw w celu
wylonienia zwycieskiego komitetu (podzbioru kandydatéw o ustalone;
liczebnosci). Przykladami takiego scenariusza sa wybory parlamentarne,
wybory samorzadowe, wybory do rad nadzorczych itp. W wielu przypadkach
wynik takich wyboréw zalezy nie tylko od preferencji wyborcéw wzgledem
kandydatow, ale rowniez od systemu wyborczego, czyli od metody uzywanej

do wylaniania zwycigzcéw. Rézne systemy wyborcze maja takze rézny wplyw na
pézniejsze zachowanie czlonkéw wybranego komitetu. Przykladowo w systemach
wyboru parlamentu, w ktérych obywatele posrednio lub bezposrednio

glosuja na partie polityczne, istnieje ryzyko, ze wybrani politycy beda silniej
zwiazani z macierzystymi partiami niz z wlasnym elektoratem. Ta obserwacja
zainspirowata dwoch amerykanskich politologéw, Johna Chamberlina i Paula
Couranta, do zaprojektowania nowego systemu wyborczego, alternatywnego do
systeméw partyjnych [1].
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Rys. 1. Rysunek ilustruje przykladowe
wybory. Dla wyborcy v; najbardziej

o
preferowanym kandydatem jest i Jezeli

@
bytby reprezentantem dla v, to

zadowcﬁenie vy osiagnetoby 4 punkty
(zBor (%) = 4). Drugim w kolejnosci
preferencji jest } (zadowolenie vy

z takiego reprez%ntanta wynositoby 3
punkty, zBor(}) = 3), trzecim %

(z zadowoleniem wynoszacym 2 punkty,

ZBM(?) =2), itd.

Rys. 2. Czarne punkty reprezentujg
wyborcéw, szare — kandydatéw,

a kolorowe — zwycieski komitet.
Zakladamy preferencje geometryczne,
czyli wyborca preferuje kandydatéw,
ktérzy odpowiadaja blizszym mu
punktom.

Zanim opiszemy system Chamberlina—Couranta, wprowadzmy kilka oznaczen
i pomocniczych definicji. Niech V = {vy,...,v,} i C ={c1,..., ¢} oznaczaja
odpowiednio zbiér wyborcéw i zbiér kandydatéw. Niech k oznacza rozmiar
komitetu, ktéry chcemy wybraé spoérod kandydatow. Kazdy wyborca oddaje
glos poprzez uszeregowanie zbioru kandydatéow od najbardziej do najmniej
preferowanego. Przyktadowe wybory przedstawione sa na rysunku 1. Dla
wyborcy v i kandydata ¢ przez pos,(c¢) oznaczmy pozycje kandydata ¢

w rankingu preferencji wyborcy v. Przyktadowo, jezeli ¢ jest ulubionym
kandydatem v, to pos,(c) = 1, jezeli ¢ jest drugi na liScie preferencji v, to
pos,(c) = 2 itd. Zdefiniujmy zadowolenie wyborcy v z kandydata ¢ za pomoca
metody Bordy: zpe (v, ¢) = m — pos,(c).

Dla kazdego wyborcy v i dla kazdego k-elementowego podzbioru kandydatow S,
przez repr(v, S) oznaczmy najbardziej preferowanego wzgledem v czlonka S,
tzw. reprezentanta v w S. Przykladowo, dla wyborcy vy z rysunku 1 oraz dla

&
wyborcy v z komitetu S jako zadowolenie wyborcy z jego reprezentanta w S:
ZBor (V,S) = Zpor(v, repr(v, S)). Dla naszego poprzedniego przykladu mamy wiec:

20r (01, {{@: 3 1) = 2B0x (v1,F) = m — pos,, (P =5 -3 =2,

LW P § orih v1

Zdefiniujmy wynik punktowy k-elementowego komitetu S C C' jako sume
zadowoleni poszczegdlnych wyborcow: pkt(S) = 3 oy zBor(v, S). System
Chamberlina—Couranta wybiera komitet z najwyzszym wynikiem punktowym
argmaxgc . |s)= Pkt(S). Innymi stowy, w systemie Chamberlina-Couranta
zwyciezca zostaje komitet, ktéry minimalizuje Srednig pozycje reprezentanta
w rankingu wyborcy. Dla przyktadu z rysunku 1 i dla k = 2 zwyciezca zostaje
{%7 ZGF} z wynikiem punktowym pkt({%, gf;}) =2+4-4=18 W tym przypadku
reprezentant wyborcy v, znajduje sie na trzeciej pozycji w jego rankingu
preferencji, zas pozostali czterej wyborcy maja jako reprezentantéw swoich

ulubionych kandydatéw. Dla tego komitetu srednia pozycja reprezentanta
> ey POs, (repr(v,5))

n

komitetu S = {6,‘% @‘;}, mamy repr(v,S) = 2 Zdefiniujmy teraz zadowolenie

w rankingu wyborcy wynosi

_ 3441 _
= 31—y

Intuicyjnie, w systemie Chamberlina—Couranta zwycieski komitet w pewnym
sensie najlepiej reprezentuje elektorat wyborczy. Intuicje te potwierdza
rysunek 2, opisujacy pewne przyktadowe spoteczenstwo, gdzie wyborcy

i kandydaci reprezentowani sa przez punkty na plaszczyznie. Potozenie
punktéw mozna interpretowaé¢ na wiele sposobéw. Przykladowo, polozenie

na osi ,x” moze odzwierciedla¢ preferencje wyborcow wzgledem polityki
ekonomicznej panstwa (punkty bardziej przesuniete w lewa strone odpowiadaja
wyborcom/kandydatom o bardziej socjalnych pogladach, za$ te przesuniete

w prawg strone — bardziej liberalnym). Polozenie na osi ,,y” mozemy
interpretowaé jako preferencje $wiatopogladowe wyborcéw (wyborcy
konserwatywni vs. liberalni). Rzeczywiscie, punkty odpowiadajace zwycigskiemu
komitetowi (kolorowe punkty) pokrywaja plaszczyzne ,podobnie” do punktéw
odpowiadajacych wyborcom (czarne punkty). Jednak czy zawsze jest mozliwe
wybranie komitetu, ktéry bedzie dobrze reprezentowal wyborcow? Nizej
sprobujemy odpowiedzie¢ na to nurtujace pytanie.

Przypomnijmy, ze funkcja W Lamberta jest zdefiniowana tak, aby dla
kazdego a € R zachodzilo a = W (a)eV (. W szczegdlnosci dla a > e zachodzi
W(a) < In(a). Przyjmijmy = = %(k) i rozwazmy rankingi wyborcéw obcigte do
pierwszych x pozycji. Rozwazmy nastepujaca iteracyjna procedure: w pierwszym
kroku wybieramy kandydata, ktéry wystepuje najczesciej wsréd pierwszych

x pozycji. Nazwijmy takiego kandydata a;. Nastepnie dla kazdego wyborcy,

dla ktérego a; wystepuje na jednej z pierwszych x pozycji, zaznaczamy, ze

a1 bedzie jego tymczasowym reprezentantem; ponadto usuwamy wszystkich
takich wyborcéw, tzn. wyborcéw, ktérzy maja przypisanego tymczasowego
reprezentanta. W drugim kroku wybieramy kandydata, ktory wystepuje
najczesciej wéréd pierwszych x pozycji dla pozostalych (nieusunietych)
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System Monroe. W 1995 Burt Monroe
zauwazyl, ze system
Chamberlina—Couranta jest w pewnym
stopniu niedoskonaly. Spéjrzmy na
przykladowe wybory ponizej:

Vi€l > C2 > C3 > ... > Cl00
Vi€l > C2 > C3 > ... Cl00
V999 €1 » C2 > €3 = ... = C100
V1000 €100 >~ €2 > €3 > ... > C1

Dla k = 2 zwycigskim komitetem jest
{c1,c100} — w tym przypadku kazdy
wyborca ma swojego ulubionego
kandydata jako reprezentanta. Jednak
spoteczne poparcie dla kandydata cipo
jest zdecydowanie nizsze niz dla ¢. Czy
aby na pewno cigp powinien by¢
cztonkiem zwycieskiego komitetu? Burt
Monroe zasugerowal, aby kazdy cztonek
wybranego komitetu reprezentowal mniej
wiecej takg samg liczbe wyborcéw, czyli
[#] lub [#] wyborcéw. Obliczajac wynik
punktowy dla komitetu S, staramy sie
znalez¢ mozliwie najlepsze
przyporzadkowanie czlonkéw komitetu do
wyborcéw, tak aby kryterium Monroe’a
zostalo spelnione. Np. gdy S = {c1,c2},
optymalne przypisanie cztonkéw komitetu
do wyborcow to np. takie, gdzie
pierwszych 500 wyborcéw jest
reprezentowanych przez ci, a nastepnych
500 przez ca. Wtedy komitet {c1,c2} ma
wynik punktowy:

Pktyron ({1, c2}) = 500 - 99 + 500 - 98.

Dla komitetu {c1, c100} ten wynik wynosi
tylko:

Pktyron ({€1, c100}) = 500 - 99 + 1 - 99.

Podobnie jak w systemie
Chamberlina—Couranta w systemie
Monroe zwycieski komitet to ten

z najwyzszym wynikiem punktowym.
Cwiczenie dla zainteresowanych
Czytelnikéw: czy w przypadku systemu
Monroe réwniez mozemy znalezé gérne
ograniczenie na $rednig pozycje
reprezentanta wyborcy?
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Rozmiar komitetu &

Gwarancja reprezentacji p/m

Rys. 3. Stosunek % dla zmieniajacego sie
rozmiaru komitetu k. Dla k = 460
stosunek £ wynosi mniej niz 0,02, co
oznacza, ze Srednio reprezentant wyborcy
jest z jego punktu widzenia lepszy niz
98% kandydatéw.
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wyborcéw — nazwijmy go as. Podobnie jak poprzednim razem, przypisujemy as
jako tymczasowego reprezentanta dla wyborcéw, dla ktorych as wystepuje wsréd
pierwszych z pozycji, a nastepnie usuwamy tych wyborcéw. Cala procedure
powtarzamy k razy.

Wykazemy teraz przez indukcjg, Ze po i-tym kroku powyzszej procedury

CO najwyzej n(l — %’Q))l wyborcéw nie ma przypisanego tymczasowego
reprezentanta. Dla i = 0 nie zostal usuniety zaden wyborca, czyli pozostalo ich
n= n(l - @)0; dowodzi to kroku bazowego indukcji. Niech n; oznacza liczbe
wyborcoéw, ktorzy zostali bez tymczasowych reprezentantow po i-tym kroku.
Tacy wyborcy maja wérod swoich pierwszych z pozycji kandydatéw, ktorzy

do i-tego kroku nie zostali jeszcze wybrani przez nasza iteracyjna procedure
(jest dokladnie (m — 4) takich kandydatéw). Z zasady szufladkowej Dirichleta
wnioskujemy, ze po i-tej iteracji jeden z pozostalych kandydatéw wystepuje na
pierwszych x pozycjach w listach preferencji dla co najmniej ;% nieusunigtych
wyborcéw. Oznacza to, ze w (i + 1)-szym kroku usuniemy co najmniej &

wyborcow. Zatem
k
m k

e
Zaktadajac, ze nasza hipoteza indukcyjna jest spetniona dla pewnego i, czyli

zaktadajac, ze n; < n(l — wy, wnioskujemy
_WEY _ (_WRNT
k N k '

(1) (-

Dowodzi to poprawnosci kroku indukcyjnego. W rezultacie dla ¢ = k otrzymujemy
W(k)\* N\"® aw(k)
——=] <n(-= =

k e k

Podsumowujac: w komitecie wybranym przez nasza iteracyjna procedure co

najmniej (n - %(k)) wyborcéw ma reprezentantéw z pierwszych x pozycji.

nW (k)
k

n;x

Nip1 <Ny — -
m—i

Nip1 <
nE <N (1

Pozostalych wyborcéw moze mieé reprezentantéw na dowolnych
pozycjach. Niech p bedzie $rednia pozycja reprezentanta w wybranym komitecie
(liczona wzgledem wszystkich wyborcéw). Wéwcezas

o< 1[(nnﬂg(k))x+nvl;(k)m} <o+ W(k)m: ZmW(k).

k k
Czy < %(k) to dobra jakosé reprezentacji? Gdyby uzy¢ systemu
Chamberlina—Couranta do polskich wyboréw parlamentarnych, gdzie k =~ 460,
a m ~ 6000, otrzymaliby$my £ < 0,02. Oznacza to, ze niezaleznie od preferencji
wyborcéw, Sredni wyborca bylby reprezentowany przez kogo$ sposréd 2% swoich
ulubionych kandydatéw. Rysunek 3 przedstawia stosunek £ dla zmieniajacych

sie wartosci rozmiaru komitetu k.

n
p

Na koniec zauwazmy, ze opisana powyzej iteracyjna procedura pozwala
wytypowaé bardzo dobre (choé, by¢ moze, nicoptymalne) komitety.

W niektérych przypadkach procedura ta moze zostaé uzyta zamiast oryginalnego
systemu Chamberlina—Couranta. Jej zaleta jest to, ze zwycigski komitet moze
zosta¢ tatwo znaleziony. Dla oryginalnego systemu Chamberlina—Couranta
obecnie najefektywniejsza metoda znajdowania zwycigskiego komitetu

polega na sprawdzeniu wynikéw punktowych wszystkich mozliwych (ZL)
komitetéw. Dla k &~ 460 i m ~ 6000, liczba (') ma 704 cyfry — w takim
przypadku liczba wszystkich komitetow, ktére nalezy sprawdzié, jest zbyt

duza nawet dla najnowocze$niejszych komputerow. Wowczas zastosowanie
rozwigzania przyblizonego to jedyna alternatywa. Czytelnikéw zainteresowanych
podobnymi pytaniami i bardziej szczegdlowa analiza odsylamy do oryginalnego
artykulu [3], a jako ¢éwiczenie proponujemy analize systemu, w ktérym

kazdy wyborca powinien mieé¢ r reprezentantéw: zadowolenie wyborcy ze
zbioru r reprezentantéw definiujemy jako sume zadowolen z poszczegdlnych
reprezentantow. Czy w takim systemie mozemy znalez¢ dolne ograniczenie na
zadowolenie wyborcow?
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