Szczepi¢ czy nie szczepi¢? Oto jest pytanie...

Czarna $mieré — jedna z najwigkszych
epidemii, ktéra w XIV w. przyczynita sie
do $mierci okoto 30% ludnosci Europy.
Uwaza sie, ze byta to epidemia dzumy,
ktéra do Europy dotarta z Chin.

Hiszpanka — pandemia grypy w latach
1918-1919, najbardziej $miertelna

w przeliczeniu na jednostke czasu
epidemia zanotowana w historii.

Na kongresie epidemiologicznym

w 1998 roku stwierdzono, ze zmarto
wtedy 100 mln ludzi, a liczbe
zachorowan szacuje si¢ na 500 mln, czyli
okolo 1/3 $wiatowej populacji. Liczba
ofiar tej epidemii znacznie przewyzsza
liczbe ofiar I wojny $wiatowej.

Pierwszego szczepienia krowiankg
dokonat angielski lekarz Edward Jenner
w 1796 roku, co otworzylo droge

do szerokiego stosowania szczepien

w zapobieganiu réznym chorobom.

William Ogilvy Kermack (1898-1970),
szkocki matematyk i chemik.

Anderson Gray McKendrick (1876-1943),
szkocki lekarz i epidemiolog, pionier
epidemiologii matematycznej.

Rozwigzanie zadania M 1489.
Kazdg liczbe naturalng mozna
przedstawi¢ w postaci 10" — 10™ dla

1 <m < n <2016 na co najwyzej jeden
sposéb. Stad szukamy liczby takich par
(n, m), dla ktérych liczba

10™ —10™ = 10™ - (10"~ ™ — 1) jest
podzielna przez 1001. Jest to
réwnowazne podzielnosci 10"~ "™ — 1

przez 1001.

Poniewaz 10" daje z dzielenia przez 1001
reszte 10, 100, —1, —10, —100 lub 1

dla k dajacego z dzielenia przez 6
odpowiednio reszte 1, 2, 3, 4, 5 lub 0,
to otrzymujemy réwnowaznos¢ warunku
z zadania z podzielnoscig liczby n — m
przez 6. W takim razie liczby n i m
muszg dawaé¢ taka sama reszte

z dzielenia przez 6.

Podzielmy liczby naturalne od 1 do 2016
$¢ podzbioréow ze wzgledu

te z dzielenia przez 6 (kazdy

zawierajacy 336 elementéw). Aby wybrad

liczby n 1 m, wybieramy jeden

z podzbioréw, a z niego dwa elementy.

Stad szukana w zadaniu liczba to

6- (336)
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1. Wprowadzenie. Prawie co roku w sezonie grypowym w mediach pojawia sie
temat szczepien. Omawiane sa rézne aspekty, podawane argumenty za i przeciw
szczepieniom, czesto obserwujemy wiecej emocji niz racjonalizmu. Epidemie,

a w szczegblnosci pandemie, stanowia przedmiot badan od wielu lat ze wzgledu
na swéj znaczacy wplyw na rozwdéj populacji ludzkiej. Zaréwno w starozytnosci,
jak i w éredniowieczu, a takze juz w czasach wspodlczesnych réznego typu
choroby, takie jak dzuma, tyfus, cholera, grypa, dziesiatkowaly mieszkancéw
naszego globu. Dobrze znamy okreslenia czarna §mier¢ czy hiszpanka, a objawy
tzw. plagi atenskiej, jednej z najwigkszych epidemii w starozytnosci, przedstawit
grecki historyk Tukidydes z Aten w dziele swego zycia zatytulowanym Wojna
peloponeska. Monografia ta po$wiecona zostala opisowi przebiegu wojny
pomiedzy Spartg a Atenami oraz ich sprzymierzencami, ktéra miala miejsce

w latach 431-404 p.n.e. Ze wzgledu na obiektywizm podejscia stanowi ona
kamien milowy na drodze do naukowego sposobu przedstawiania historii, a jej
kilka stron zawiera opis objawéw i skutkéw zarazy, ktora zdziesiatkowata
mieszkancéw Aten w latach 430-428 p.n.e. Jednym z waznych aspektéw tej
choroby, na ktére zwrocil uwage Tukidydes, byto uodpornienie, gdyz osoby, ktore
zachorowaly i wyzdrowiaty, nie chorowaly powtérnie. Wtadnie tego typu choréb
dotyczy problem szczepien, ktéry oméwimy z matematycznego punktu widzenia.
Prawdopodobnie pierwszy model matematyczny rozprzestrzeniania sie epidemii
i wptywu szczepienia rozwazal Jacob Bernoulli, ktérego dzisiaj znamy gtéwnie
dzieki rozktadowi Bernoulliego. Bernoulli wykorzystal nieliniowe réwnania
rézniczkowe ze wspélczynnikami charakteryzujacymi wlasciwosci choroby
zakaznej i opisal wplyw szczepienia krowiankg (wirusem choroby bydta
domowego i §win) na rozprzestrzenianie sie ospy. W tym artykule bazujemy

na klasycznych pracach dotyczacych modelowania epidemii autorstwa Kermacka
i McKendricka, ktére staly sie podstawa modeli typu SIR.

2. Model matematyczny typu SIR. Model matematyczny, na ktérym
oprzemy nasze rozwazania dotyczace szczepien, nalezy do klasy modeli typu SIR.
Co to znaczy? Skrot SIR wzial sie z angielskich nazw grup, na ktore dzielimy
populacje w przypadku pojawienia sie¢ choroby zakaznej, po przebyciu ktérej
nabywamy odporno$¢. W zwiazku z tym w populacji wyrézniamy 3 grupy: osoby
podatne (S od ang. susceptible), osoby chore (I od ang. infected) oraz osoby
odporne (R od ang. resistant). Osoba podatna to taka, ktéra do tej pory

nie zetknela sie z dana choroba, a osoba odporna to taka, ktéra na dang chorobe
juz nie zachoruje. Przejscia pomiedzy tymi grupami odzwierciedla schemat

S — I — R,

przy czym zaktadamy, ze choroba rozprzestrzenia sie przez bezposredni kontakt
pomiedzy osobg zdrowa i chora. Jedli dojdzie do takiego kontaktu, niektére
osoby z grupy S przechodza do I, a ile takich os6b bedzie, to zalezy od réznych
czynnikdéw, ktére umownie okreslimy jako zakazno$é danej choroby. Po przebyciu
choroby dana osoba uodparnia sie, zatem przechodzi do grupy R. Aby uproscié
opis matematyczny, zaktadamy, ze liczebno$¢ populacji nie zmienia sie, wiec
mozemy zaniedbaé¢ naturalne procesy rozrodczosci i Smiertelnosci. Dodatkowo
zakltadamy, ze liczebnos¢ ta jest dostatecznie duza i mozemy zaniedbaé
rozmieszczenie przestrzenne. Mamy zatem opisa¢ tempo zmian liczebnosci grup
S, I, R w czasie, a skoro calkowita liczebno$é IV nie zmienia sie, wystarczy znaé
procentowy wktad tych grup w cala populacje.

Niech wiec S(t), I(t) 1 R(t) oznaczaja, odpowiednio, proporcje os6b podatnych,
chorych i odpornych w populacji. Wnioskujemy stad, ze w dowolnej chwili ¢ musi
zachodzi¢ S(t) + I(t) + R(t) = 1. W szczegdlnosci zaleznosé ta powinna byé
spetniona dla warunku poczatkowego Sy, Ip i Rg, przy czym przy pierwszym
pojawieniu sie choroby nie ma o0sob, ktére sa na nia odporne, wigc mozna
zalozy¢ Ry = 01 wtedy Sy + Iop = 1. Jesli w chwili poczatkowej pojawia sie

IgN 0s6b chorych, to choroba zaczyna sie rozprzestrzenia¢ w populacji.
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Rozwigzanie zadania F 902.

Predkos¢ spadajacej pileczki w momencie
uderzenia w nieruchomg rakietke wynosi
v = 4/2gH, gdzie g to przyspieszenie
ziemskie. Po odbiciu piteczka uzyskuje
predkosé 0,8v. Niech teraz rakietka

w momencie odbicia piteczki porusza sie
ku gérze z predkoscia V. W uktadzie
wspoélrzednych, zwigzanym z rakietka,
pileczka ma w momencie zderzenia
predko$é v + V. Po zderzeniu jej
predko$é w tym uktadzie odniesienia
wyniesie 0,8(v + V), czyli

w nieruchomym uktadzie odniesienia
bedzie miata predkosé 0,8(V +v) + V.
Poniewaz po podbiciu piteczka ma sie
wznie$é na taka wysoko$é, z jakiej
spadla, to musi by¢ spelniona zalezno$é

0,8(v+V)+V =w, a stad

V=v/9=+1/2gH/9~0,47Tm/s.
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Na obrazku widzimy pole wektorowe
odpowiadajace prawej stronie uktadu (x)
dla v < 8 — wtedy warto$¢ krytyczna

Sk = % = « lezy w rozpatrywanym przez
nas obszarze S 4+ I < 1. Po ograniczeniu
prostymi S =0, I =0 oraz S+ 1 =1
dostajemy tzw. portret fazowy uktadu,
na ktérym rozwigzania sg zobrazowane
jako funkcje I = I(S), a uplyw czasu
wskazujg strzatki pola wektorowego.
Warto$é maksymalna funkcji I(S) jest
przyjmowana dla S = a.

Dodatkowo z ukladu (*) wynika, ze

a_ e
s S(t)’
a stad mozemy wyznaczy¢ zaleznosé
S(t)+I(t) —alnS(t) = So + Ip — aln Sy
i dla S(t) = a otrzymacé

. s
gdzie o = —,
B
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Wirus polio wywoluje chorobe
Heinego—Medina, zwana tez polio.
Kontynent amerykanski uznano za wolny
od tej choroby w 1994 roku.

Tempo zmian w czasie proporcji liczby o0s6b podatnych zalezy od S(¢)I(t)N,
gdyz liczba mozliwych spotkan jednej osoby zdrowej z osobg chora zwieksza sie
wraz z rosnacg liczba 0s6b chorych, jak i na odwrdt — jeden chory spotyka

tym wiecej podatnych, im wigksza jest liczebnosé grupy S. Mamy wiec

S(t) = —BS(t)I(t), gdzie S(t) oznacza pochodna S(t) wzgledem czasu, czyli
tempo zmian wielkosci grupy S w czasie, a wspdlczynnik § opisuje zakaznosé
choroby; méwi nam, jak szybko choroba si¢ rozprzestrzenia w czasie. Wszystkie
osoby, ktére zachorowaly, przechodza z grupy S do I. Jednoczesnie obserwujemy
proces zdrowienia, ktéry powoduje, ze po przebyciu choroby dana osoba przenosi
sie do grupy R. Dostajemy stad réwnanie I(t) = pS(t)I(t) —~I(t), gdzie v
nazywamy wspOlczynnikiem zdrowienia i v = 1/7T, a T oznacza éredni czas
trwania choroby. Poniewaz wszystkie osoby, ktére wyzdrowialy, przechodza

do grupy R, to R(t) = vI(t). Ostatecznie otrzymujemy uklad trzech réwnan
rozniczkowych opisujacych zmiany zachodzace w kazdej z grup; uktad ten
nazywamy modelem Kermacka-McKendricka

S(t)=—BSMI(), I(t)=BSMOI() —~I(t), R(t)=~I(1).
Zauwazmy, ze dodajac te trzy réwnania stronami, mamy S(t) + I(t) + R(t) = 0,
zatem faktycznie suma proporcji grup nie zmienia si¢ w czasie — méwmy o takim
ukladzie, ze jest zachowawczy. Stad, znajac S(¢) i I(t), mozemy wyznaczy¢
R(t) =1— S(t) — I(t), co oznacza, ze wystarczy badaé uklad dwéch réwnan

() S(t) = =BSWI(t), 1(t) = BSH)I() —~I(t),
przy zalozeniu S(t) > 0, I(t) >0, S(¢t) + I(¢) < 1.

Jedli na danym obszarze pojawia sie jakas choroba zakaZna (opisana w modelu
parametrami 3 i ), to staramy sie odpowiedzieé¢ na kluczowe pytania — czy przy
danych poczatkowych wartosciach Sy i Iy choroba bedzie sie rozprzestrzeniac,
a jedli tak, to jak przebiegnie rozwdj epidemii w czasie i kiedy ona zaniknie?
Zauwazmy, ze z pierwszego réwnania ukladu (x) mamy S(t) < 0 dla

S(t)I(t) > 0, wiec liczebnosé grupy S zawsze maleje, o ile tylko wystepuja

w populacji zaréwno osoby podatne, jak i chore. Stad takze S(t) < Sp. Z kolei
I(t)=I(t)(BS(t) —v) <0, jesli S(t) < %- Wnioskujemy ostatecznie, ze dla

So < S = % epidemia si¢ nie pojawia, gdyz liczebnoé¢ grupy I maleje w czasie.
Jesli natomiast I poczatkowo roénie, to mozemy wyznaczy¢ maksymalna
warto$¢ I(t). W punkecie maksymalnym zachodzi I(t) = 0, czyli maksimum jest
osiagane, gdy S(t) = %

3. Szczepienia. Jednym z kluczowych parametréw kazdej choroby zakaznej
jest tzw. podstawowy wspotczynnik odnowienia, ktéry w modelu
Kermacka-McKendricka definiujemy jako
_ B%

o
Liczba Ry moéwi nam, ile wtérnych zachorowan przypada na jedna chora osobe
wprowadzona do danej populacji. Stad, oczywiscie, progowa wartosé to 1; jesli
Ro > 1, to epidemia sie rozwija, a dla nieréwnoéci przeciwnej zanika. Jeden
z mozliwych sposobdéw obnizenia R opiera si¢ na zmniejszeniu liczebnosci
grupy S. Szczepienia stanowia powszechna metode stuzaca do tego celu i okazaly
sie najpierw skuteczne w walce z ospa, a potem takze z innymi chorobami.
Dzieki nim w USA liczba przypadkow odry zmalata z 894 134 w 1941 roku
do 135 w 1997 roku, a liczba przypadkdéw polio spadla z 21 269 w 1952 roku
do ostatniego zachorowania w 1979 roku. Podobnie wyglada redukcja
przypadkow wystepowania innych choréb dziecigcych. Szczepienia nie tylko
uodparniaja pojedyncze osoby, ale takze chronia cata populacje, gdyz utrzymuja
Ro ponizej poziomu, ktory pozwalalby na zainicjowanie epidemii. Nazywamy to
,odpornoscig zbiorowa”. Interes spoleczny wsparty matematyka jednoznacznie
wskazuje odpowiedz na postawione w tytule pytanie: tak, szczepié.
Rozstrzygniecia zas indywidualnej decyzji o szczepieniu, stwarzajacym jednak
pewne (choé niewielkie) ryzyko, nalezy szukaé poza matematyka — pozostaje mi
wierzy¢, ze i w tym przypadku bedzie to: tak!
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