Rys. 1. Przyktad SAW-a o dlugosci
k =15.
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w przyrodzie, wariant najlzejszy przestaje by¢ najbardziej prawdopodobny —
dominuje natomiast wariant z 42 dodatkowymi neutronami. Tak wiec dzigki
obliczeniu teoretycznego rozktadu izotopowego tatwo zorientowaé sie, ze osoba
analizujaca BSA spektrometrem mas powinna oczekiwaé, ze aparat zmierzy
substancje ciezsza o okoto 42 Da od masy najlzejszego wariantu tej czasteczki.

Czesto istnieje wiele czasteczek o zadanej masie, kazda dodatkowa informacja
moze wiec byé przydatna w poprawnej identyfikacji. Taka informacja jest,

na przyktad, wlasnie rozklad izotopowy. Rozwazmy dwie czasteczki: propan
(CsHg) oraz dwutlenek wegla (CO3). Maja one taka sama mase wariantu
najlzejszego (44 Da), w obu przypadkach tez najwyzsze jest prawdopodobienstwo
tego wariantu. Gdy obliczymy stosunek prawdopodobienstw % dla kazdego

z nich, okaze sie, ze cho¢ obie wartosci sa bardzo male, to jednak w przypadku
pierwszej czasteczki jest ona okoto trzy razy wieksza niz w przypadku drugiej
(dokladne obliczenia pozostawiamy Czytelnikowi).

Przy przewidywaniu tego, jak bedzie wygladat dla danej czasteczki wynik
pomiaru w eksperymencie wykorzystujacym spektrometr mas, pomocne moze
okazaé sie wiec obliczenie jej rozkladu izotopowego. Problem ten sprowadziliémy
za$ do czysto matematycznego zagadnienia potegowania wielomianéw

(por. réwnanie (2)). To juz jednak temat na inna opowieé. ..

Monte Carlo, spacery i polimery
Wojciech NIEMIRO"

7Z czym kojarzy si¢ Monte Carlo? Z kasynami, hazardem, ruletka. A wigc Monte
Carlo jest symbolem potegi przypadku, ktéry jednym pozwala zbija¢ fortuny,
innych rujnuje. Sa jednak ludzie, ktérzy przypadkowosé, losowoéé potrafia
okielznaé¢ i wykorzystaé z pozytkiem (przynajmniej dla siebie). Oczywiscie,
takimi ludzmi sa wlasciciele kasyn gry, ale nie tylko. Réwniez matematycy
zaprzegaja losowosé do pozytecznej roboty. Metody obliczeniowe oparte

na generowaniu (symulowaniu komputerowym) zdarzen losowych nazywaja sie. . .
oczywiscie, metodami Monte Carlo.

Liczenie przedmiotéw nie wydaje sie zadaniem wymagajacym wyrafinowanej
matematyki, wykraczajacej ponad program przedszkolny. Nie widaé tez, jaka role
w czynnosci zliczania mialby odgrywaé przypadek. A jednak! Rozwazymy
pozornie proste zadanie zliczania drég, w ktérym ujawnia sie nieoczekiwane
trudnosci 1 pokazemy, jak pomystowe metody Monte Carlo wynaleziono, aby te
trudnosci pokonac.

Wyobrazmy sobie, ze idziemy na spacer. Zatézmy, ze mieszkamy w miescie,
w ktérym ulice tworza regularna, kwadratowa siatke, tak jak na rysunku 1.
Ruszamy z punktu poczatkowego, wybierajac jedng z czterech ulic. Idziemy
zatem na poinoc, na zachdd, na poludnie lub na wschéd. Przechodzimy
do sasiedniego skrzyzowania i znowu wybieramy jeden z 4 kierunkdw.
Powtarzamy calg procedure, powiedzmy, k razy. Przebyta droga jest lamang
sktadajaca sie z k odcinkéw o jednostkowej dhugosci. Na rysunku 1 mamy
przyktad drogi o dtugosci £ = 15. Uzywajac uktadu wspotrzednych
yzaczepionego w punkcie poczatkowym”, mozemy te droge zapisaé jako ciag
kolejno odwiedzanych punktow:

(0,0) — (0,1) — (1,1) — (1,2) — (0,2) — --- — (2,0) — (2, -1).
Inny sposéb zakodowania tej samej drogi to podanie kierunkéw ruchu
w kolejnych ,krokach”: N, E, N, W, W, ..., E,S. Ile jest wszystkich drog
o dlugodci k? Odpowied? jest latwa: 4. Musimy tu wyjaénié, ze liczac drogi
wychodzace z tego samego punktu, utozsamiamy drogi z ciagami literek
z alfabetu {N, W, S, E'}.
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Zmienmy teraz nasze ,reguly spacerowania”. Przypusémy, ze nie chcem
9 b

k| Ze powtoérnie przechodzi¢ przez punkt, ktory juz wezedniej odwiedzilismy. W ciagu
; 142 opisujacym droge nie moze dwukrotnie pojawié sie ten sam punkt. Te wlasnoéé
3 | 36 ma np. droga na rysunku 1. Po angielsku taka droga nazywa si¢ Self Avoiding
4 | 100 Walk, w skrocie SAW. Ile jest SAW-6w o dlugosci k7 Wystarczy je wszystkie

narysowac i policzy¢, prawda? Ta metoda mozna zbudowaé¢ widoczna obok

tabelke. Liczbe SAW-6w o dlugosci k oznaczymy przez Zj. Ale co dalej?
Odpowied mozna znalezé w dalszej czeéci  Im dalej, tym gorzej. Ile jest SAW-6w o dlugosci & = 507 W istocie, liczenie
tego artykutu. SAW-6w jest na tyle trudnym zadaniem, ze matematycy (i fizycy, o czym dalej)
uciekaja sie do przyblizonego zliczania metoda Monte Carlo. Najprostszy
algorytm tego rodzaju jest niemal oczywisty. Ustalmy k. Oznaczmy przez X
zbidér wszystkich drég o dlugosci k, zas przez Z C X zbiér SAW-éw o dlugosci k.
Oczywiscie |Z| = Z;. i |X| = 4% (kreseczki | | oznaczaja liczbe elementéw zbioru;
dla uproszczenia przy symbolach zbioréw zrezygnowali$émy z indeksu k).
Jedli wybierzemy losowo jedna z drég ze zbioru X, to prawdopodobienstwo
otrzymania ,przypadkiem” SAW-a jest réwne | Z|/|X|. Jesli wybierzemy losowo
i niezaleznie n drég, to sposrdd nich znajdzie sie pewna liczba, powiedzmy nq,
SAW-6w. Widaé, ze dla duzych n powinniSmy mieé¢

ny _ _ |Z |

(1) " ~P(Z)= x|
Przyblizenie staje sie coraz lepsze w miare zwiekszania n. Scisle sformulowanie
tego stwierdzenia nazywa sie Prawem Wielkich Liczb (PWL) i jest podstawa
rachunku prawdopodobienstwa. Nie trzeba jednak wielkiej wiedzy z tej dziedziny,
wystarczy troche zdrowego rozsadku, aby w przyblizong réwnosé (1) uwierzy¢
i ja zrozumieé. Z naszego punktu widzenia wazne jest wykorzystanie PWL
do oszacowania nieznanej liczby SAW-6w. Wiemy, ze |X| = 4. Zatem

ny . . . .
o ik n | Z| jest oszacowaniem liczby Zj, prosta metoda Monte Carlo.
n

W zasadzie mozemy osiagnaé¢ dowolna doktadnosé dla odpowiednio duzych n.
Zauwazmy, ze bardzo tatwo wylosowaé droge ze zbioru X w taki sposob, aby dla
kazdego z € X prawdopodobienstwo wybrania x bylo jednakowe, réwne

P(x) = 1/4*. Na kazdym kroku wybieramy jeden z 4 kierunkéw losowo. Mozemy
dwa razy rzuci¢ monetg i uméwié sie: jesli otrzymamy OO, to N, jesli OR, to W,
jesli RO, to S, jesli RR, to E. W ten sposéb generujemy ciag kodujacy droge

Q ,bladzenia przypadkowego”. Komputer pozwala szybko ,rzuci¢ moneta”

np. (2k) - 10000 razy i wygenerowaé n = 10000 takich drég.

Niestety, prosta metoda Monte Carlo jest bardzo nieefektywna, bo dla duzych k
prawdopodobienstwo P(Z) = | Z|/|X| szybko zbliza sie¢ do zera. Oczekiwanie

na przypadkowe trafienie w zbiér Z, czyli wylosowanie SAW-a, zaczyna
przypominaé¢ poszukiwanie igly w stogu siana. Mozliwym rozwiazaniem tego
problemu jest metoda ,wzrostu” zaproponowana przez Arianne i Marshalla
Rosenbluthéw polega na losowaniu kolejnych krokéw bladzenia przypadkowego
tylko sposréd ,dopuszczalnych punktéw”, to znaczy punktéw wezedniej
nieodwiedzonych. W kazdym kroku, z wyjatkiem pierwszego, mamy co najwyzej
3 mozliwosci. Rysunek 2 (nastepna strona) pokazuje kolejne kroki prowadzace

do zbudowania SAW-a z rysunku 1. Widaé, ze kolejne kroki wybieraliémy sposréd

4,3,3,3, 2,3,2,2, 3,2,3,3, 2,1,3

mozliwych. Nasz SAW zostal zatem wylosowany z prawdopodobienstwem

ottt 1l

4 3 3 3 2 3 2 2 3 2 3 3 2 1 3
Powiedzmy ogélniej, ze przy budowaniu SAW-a x o dtugosci I mamy kolejno

m1 =4, my,...,my

mozliwosci. Nie jest przy tym wykluczone, ze w pewnym kroku | < k nie mamy
zadnej dalszej moZzliwosci, my11 = 0. Méwimy wtedy, ze powstal nieprzedluzalny
SAW o dltugosci I. Niech Y oznacza zbior wszystkich SAW-6w o dlugosci | = k
oraz nieprzedtuzalnych SAW-6w o dtugosci | < k. Oczywiscie, Z C ).
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Rys. 2. Generowanie SAW-a metoda ,wzrostu”.

Prawdopodobienstwo wylosowania SAW-a x € ) jest réwne
1 1 1
Pla)= —— o —.
mi1 Mo my
Niech, dla x € Y, bedzie
W(z) = my-Mmao-- - My (?e%el? z€Z (a W?QC = k:).;
0 jezeli z ¢ Z (a wiec I < kimyqpq =0).
Mozna interpretowaé¢ W (z) jako ,wage” SAW-a x. Powtérzmy teraz losowanie
metoda wzrostu n razy. Powstaje n losowych SAW-6w X1, Xo,..., X,
ze zbioru ). Obliczamy ,$redniag wage” wylosowanych SAW-éw i zauwazamy, ze

_ 1<
2) W==> WX)~) Pa)W)=) 1=|2|
i=1 €Y z€Z
W rezultacie,

o W ~ | Z] jest to oszacowaniem liczby Z; ,metoda wzrostu”.
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Przy uzyciu bardzo wyrafinowanych

metod mozna obliczyé Z; dla k < 72, ale

o ile mi wiadomo, na tym koniec.

Dodajmy komentarz na temat wzoru (2). Po lewej stronie mamy $rednia wage
obliczona dla wylosowanych n elementéw, czyli ,$rednia z probki”. Po prawej
mamy tez $rednia, ale ,w calej populacji V”’. Wagi W zostaly specjalnie dobrane
tak, aby ta $rednia populacyjna byla réwna | Z]. Jesli n jest duzo, duzo mniejsze
od |Z|, to obliczenie W jest mozliwe, a bezposrednie policzenie elementéw Z jest
niemozliwe. Kluczowy jest fakt, ze srednia probkowa przybliza $rednia
populacyjna. To jest odrobing ogdlniejsza wersja PWL. Ponizszy rachunek jest
préba przekonania Czytelnika, ze aproksymacja we wzorze (2) jest réwnie
intuicyjna jak ta we wzorze (1). Niech n, oznacza liczbe tych spoéréd
wylosowanych elementéw X;, dla ktérych W(X;) =siW, ={x € YV : W(x) = s}.
Podobnie jak we wzorze (1), na mocy PWL, ng/n ~ P(W;). Mamy zatem

%ZW(XZ) = ZS% ~
~ D sPW) =Y s > Pa)=)Y Pa)W().

s zEWs
Ponizsza tabelka podaje doktadne wartosci Zj, oszacowania tych liczb prosta
metoda Monte Carlo (MC) i ,metoda wzrostu”. Dla obu metod, dla kazdego k,
liczba symulowanych doswiadczen losowych byla réwna n = 10000.

k Z proste MC | metoda wzrostu
1 4 4 4

2 12 11,99 12,00

3 36 36,27 36,00

4 100 98,74 100,18

5 284 282,73 283,21

10 44100 4162847 44041,61

20 897697164 659706977 893264097
30 16741957935348 0 1,66208 - 10'3
40 300798249248474268 0 3,067392 - 107
50 | 5292794668724837206644 0 5,261991 - 102

Skad wziely sie niepokojace zera w dolnej czesci tabelki? To sie natychmiast
stanie jasne, jedli Czytelnik zechce obliczyé Zj /4% dla k = 30,40, 50. Z tabelki
widaé, ze metoda wzrostu radzi sobie nie najgorzej nawet dla sporych

wielkoéci k. Trzeba jednak dodaé, ze ta metoda, wynaleziona w latach
piecdziesigtych ubieglego wieku, moze by¢ znacznie ulepszona. Istnieja bardziej
efektywne algorytmy Monte Carlo, przeznaczone do zliczania SAW-6w. Niektore
z nich wykorzystuja zupelnie inne pomysty niz metoda wzrostu. Niestety,
opowies¢ o tym przekracza ramy tego artykutu.

SAW-y pojawiaja sie¢ w fizyce jako najprostszy model budowy polimeréw. Sa to
duze czasteczki majace postaé tancucha ztozonego z monomeréw. Znajduja sie
w najrozniejszych materiatach: od witdkien tkanin, tworzyw sztucznych, gumy
i celulozy, az po biatka w zywych organizmach. Struktura przestrzenna tancucha
wplywa na wlasnosci fizyczne polimeru. W ogromnym uproszczeniu te strukture
reprezentuje tréjwymiarowy SAW (o dtugoéci k od ok. 10® do 10%).
W przestrzeni tréjwymiarowej SAW definiuje si¢ bardzo podobnie jak
dwuwymiarowy: jako ciag punktéow o trzech wspolrzednych catkowitych,
w ktérym nie ma powtérzen. Okazuje sie, ze pewne istotne cechy polimeréw sa
zwiazane np. z odlegloscia (euklidesowa) miedzy koficami tancucha. Badanie tej
wielkoéci byto zasadnicza motywacja przytoczonych prac. Zadanie zliczenia
SAW-6w pojawilo sie ,,przy okazji” i zafrapowato matematykéw. Na zakonczenie
przytocze przypuszczenie, ktérego dotad nie udato si¢ ani udowodnié, ani obalié.
Powréémy do dwuwymiarowych SAW-6w o dlugosci k i liczb Zy. Przypuszcza
sie, ze istnieje granica
. Zy,

R Sy RTVE
gdzie 0 < A < 00 12,6256 < p < 2,6792. Cos, co zaczyna sie jak przedszkolna
zabawa, prowadzi do takich tajemnic.
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