Definicja 1. Zombie — powstaly z grobu
cztowiek, obdarzony jedynie resztkami
$wiadomosci, ktérego instynkt zmusza

do polowania na ludzi i przemieniania ich
w kolejnych przedstawicieli swojego
gatunku.

Definicja 2. Inwazja — jeden

z podstawowych proceséw ekologicznych
polegajacy na zajmowaniu przez gatunki
terytorium zajmowanego do tej pory
przez przedstawicieli innych gatunkéw.

Center for Disease Control and
Prevention, najwigksza amerykarnska
agencja zajmujaca sie walkg z epidemiami
oraz kleskami zywiolowymi, opublikowata
podrecznik z instrukcjami dotyczacymi
zachowania sie w sytuacjach kryzysowych
i wezedniejszego przygotowania do nich
na przykladzie. .. masowego pojawiania
sie zombie.

Uktad réwnan rézniczkowych opisujacy
model inwazji zombie:

S’ = -pBSz — 58,
Z' = (B8—a)SZ+CR,

R =8S+aSZ — CR.
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Modelowanie fikcji: inwazja zombie
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Najbardziej zachecajacym aspektem uprawiania matematyki (oczywiscie, poza
niezaprzeczalnym pieknem matematycznych teorii) jest jej szeroka gama
zastosowan i olbrzymia efektywno$é w modelowaniu $§wiata rzeczywistego.
Popularne jest nawet okreslenie ,niepojeta skutecznosé matematyki”

(np. w pracy E. Wignera pod tozsamym tytulem The Unreasonable Effectiveness
of Mathematics in the Natural Sciences). Warto jednak pamietaé, ze
modelowanie matematyczne jest czyms wiecej niz tylko wyjatkowo uzytecznym
mlotkiem wbijajacym kolejne gwozdzie, na ktérych opiera si¢ nasze zrozumienie
wszechswiata. Dzieki matematyce mozemy modelowaé nie tylko to, co jest
rzeczywiste (w jakimkolwiek tego stlowa znaczeniu), ale tez wszystko, co tylko
potrafimy sobie wyobrazié.

Artykut ten po$wiecony jest przykladowi, ktéry ilustruje uniwersalnosé
zastosowan matematyki: modelowaniu tzw. inwazji zombie — bedacej popularnym
tematem horroréw. Z praktycznego punktu widzenia zombie (czesto

w przeciwienstwie do ludzi) sa idealni do matematycznego modelowania, gdyz
wystepuja w duzych, podobnie zachowujacych sie grupach, dzialaja praktycznie
bez udziatu §wiadomosci i przemieszczaja si¢ bez widocznego celu, wiec mozna
zaktadaé, ze czynia to w sposéb losowy.

Model inwazji zombie zaczerpnieto z epidemiologii — ,,zombizm” zostat
potraktowany jako choroba zakazna. Opisuje on dynamike zmian przynaleznosci
cztonkéw pewnej populacji do grup: zdrowych (lecz podatnych na infekcje),
zarazonych choroba zakazna (zazombionych) i martwych. Same réwnania
tworzone sa na podstawie szacowanego prawdopodobienstwa kontaktu osoby
zdrowej i zarazonej oraz prawdopodobienstwa zarazenia w przypadku takiego
kontaktu. W modelach zwiazanych z inwazja zombie pojawia sie nowy element:
osoby zaklasyfikowane jako zmarle moga powracaé¢ do modelu jako zarazone
»zombizmem”. Pierwsze matematyczne modele inwazji zombie przedstawita
grupa studentéw pod kierownictwem profesora Roberta J. Smith?’a (to nie jest
literéwka, autor artykulu faktycznie nazywa sie¢ Smith? ze znakiem zapytania
na koncu) z uniwersytetu w Ottawie w pracy When zombies attack!:
Mathematical modelling of an outbreak of zombie infection w 2009 roku.
Niniejszy artykul jest prezentacja wynikow ich ,badan”.

1. Model podstawowy. Przez S oznaczamy liczbe ludzi niezarazonych,

ale podatnych na ,zombizm” (zakladamy, ze nie ma ludzi, ktérzy sa odporni
na zaraze). Przez Z oznaczamy liczbe aktywnych, zarazajacych zombie, za$
przez R — liczbe zmartych. Prawdopodobienstwo

spotkania zombie i ,zdrowego” czltowieka jest 55
proporcjonalne do iloczynu SZ. Wspdtczynnik 3 )
odpowiada za prawdopodobiefistwo tego, s K20 7 T | R

ze w wyniku takiego spotkania czlowiek zostanie
zarazony, a « za prawdopodobienstwo tego, ze
zombie zginie (oczywiscie, zgodnie z wiedza, jaka wynosimy z horroréw, 3 jest
znaczaco wieksze niz «). Dodatkowo zakladamy, ze ludzie moga umieraé

z powod6w niezwiazanych z inwazja (o umieralnosci decyduje parametr §),

a zmarli moga przemieniaé sie w zombie (o czym decyduje parametr ¢). Wplyw
przyrostu naturalnego ludzi zostal pominiety ze wzgledu na zatozenie
(pochodzace z ,obserwacji”) o krétkim czasie trwania inwazji zombie.

Whioski plynace z rozwiazania modelu nie sg zbyt optymistyczne. Powstaja dwa
punkty réwnowagi odpowiadajace sytuacji braku zombie oraz catkowitej zagtady
ludzkosci. Niestety, tylko ten drugi okazuje sie by¢ stabilny (prawie) niezaleznie
od wartosci parametréw. Nawet jezeli na Swiecie nie ma ani jednego zombie,

w kazdej chwili jakas jednostka moze powstaé z grobu, rozpoczynajac kolejna
inwazje. Jezeli ta si¢ nie powiedzie i na $§wiecie ponownie nie bedzie ani jednego
zombie, kolejna inwazja to tylko kwestia czasu. Ktéras inwazja w koncu bedzie
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KIARANT ANNA skuteczna. .. Zatem zombie i ludzie w tym scenariuszu nie moga wspotistniec.
Praktycznie pewne jest, ze w konicu zombie zainfekuja wszystkich ludzi.

Jednakze utwory na temat zombie dostarczaja szerokiej palety rozwiazan
problemu: od kwarantanny, przez znalezienie lekarstwa, po bezposérednia walke
zbrojng z potworami. Warto tez uwzglednié, ze ludzie nie musza stawaé sie
zombie natychmiast. Moze ktéres z tych zalozen pozwoli ludzkoéci przetrwaé
apokalipse?

2. Modele rozbudowane. Pierwsza poprawka do modelu podstawowego jest
wprowadzenie nowej kategorii: I, czyli zainfekowanych. Zgodnie z zasadami
wigkszosci filméw ludzie zaatakowani przez zombie przez pewien okres podlegaja
stopniowe]j przemianie, w trakcie ktérej nie sg jeszcze zagrozeniem dla innych.
Zainfekowani nadal moga umrzeé, zanim zmienig sie w zombie (z tym samym
prawdopodobienstwem §). W innym przypadku przechodza do grupy Z

Model inwazji zombie rozszerzony o grupe (z parametrem p) odpowiadajacym za predko$¢ przemiany.
zainfekowanych:

S = —BS7 — 68, Analizujac dynamike uktadu,

I'=8SZ — (p+d)I, znéw otrzymujemy dwa punkty

z' = pl —aSZ+ (R, réwnowagi: odpowiadajacy za

R =§(S+1)+aSZ —¢R. & P Jacy R

zupelny brak zombie i za kompletna,
zaglade ludzkosci. Niestety, znéw tylko
ten drugi okazuje sie by¢ stabilny, czyli
500 :%g;ggble" i w tym przypadku zombie w koncu zainfekuja wszystkich. Dzieje sie to jednak
wolniej niz w modelu podstawowym, co mozna zaobserwowa¢ na wykresach
(uzyto parametréow: o = 0,005, 5 = 0,0095, ¢ = 0,0001, 6 = 0,0001, p = 0,005).

Basic Model — RO > 1 with IC =DFE
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W kazdym z przyktadéw w chwili ¢t = 0 populacja ludzi liczy 0,5 mln,
natomiast zombie nie wystepuja. W modelu podstawowym po czasie t = 4,5

nie ma juz zywego cztowieka. Natomiast w modelu opéznionym ludzki gatunek
% 0',5 115 3 2',5 3 3,5 4 4',5 5 wymart po czasie 6,5.

Time

—
S o
S S
T T

Population Values (1000’s
w
S
S

Dodajmy do modelu kolejny element — kwarantanne — by¢ moze to pomoze

w ocaleniu ludzkosci. Ludzie zainfekowani lub zmienieni w zombie moga by¢
SIZR Model -~ RO~ 1 with IC — DFE poddani kwarantannie, czylli .usu,n,iegci z popl{la(.:ji i l?iezdoln.i zarazac. Te grupe
(same values for parameters used in previous figne)  Oznaczamy przez (). Za mozliwoéé schwytania i umieszczenia pod kwarantanng
0s6b niebezpiecznych odpowiadaja parametry o i . Z kolei parametr v oznacza
prawdopodobienstwo podjecia proby ucieczki spod kwarantanny. By spojrzeé
na sprawe optymistyczniej, zaklada sig, ze teren kwarantanny jest chroniony
idealnie, wiec wszystkie proby ucieczki koficza sie §miercia (przy czym zabici

w ten sposéb tez moga powrdcié jako zombie).

Model podstawowy

Population Values (1000’s)

0 - | — Susceptibles
0 f| — Zombies L
ok Punkty réwnowagi modelu z kwarantanna,
50 nie r6znia sie od poprzednich. Sg nimi:
% 2 4 6 s 10 kompletny brak zombie oraz zupelny x R
Time brak zdrowych ludzi. Ale tym razem
Model z opézniong przemiang stabilnosé jest bardziej delikatna kwestia.
Okazuje sie, ze brak zombie jest stabilnym
Model inwazji zombie rozszerzony punktem réwnowagi Wtedy i tylkO
o kwarantanne: wtedy, gdy tzw. wspotezynnik reprodukeji
f’/::,@_gzsﬁ (_pis;; ot Ro = ;) a1y Jest mniejszy od 1 (dla duzych N - liczby niezainfekowanych —
Z' = pl —aSZ — 0Z + (R, mozna uzy¢ przyblizenia Ry ~ (pfiz)a)' W innym przypadku stabilnym punktem
R =4§(S+1)+aSZ - (R+1Q, stalym jest punkt zaglady.

Q =kl+0Z —~Q.
Teoretycznie sytuacja jest lepsza niz w pierwszych dwoch modelach. Jesli
zakladamy [ > a (zombie sa wigkszym zagrozeniem dla ludzi niz ludzie dla
zombie), to decydujacym czynnikiem staje sie szybkie wykrycie i izolowanie
zainfekowanych (wspo6lezynnik k). Jednakze ze wzgledu na problemy techniczne
(trudno$é wykrywania zainfekowanych oraz stworzenia i utrzymania terenu
kwarantanny) malo prawdopodobne sa duze wspélczynniki x 1 o, wiec mozna
spodziewaé sie Ry > 1 i scenariusza zaglady ludzi (wolniejszej niz w poprzednich
modelach). Zatem zorganizowanie systemu kwarantanny nie daje ludzkosci
wielkiej nadziei na przetrwanie.
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Model inwazji zombie z mozliwoscia
wyleczenia:
S’ = —-BSZ —6S +cZ,
I' =BSZ — (p+ )1,
Z' = pl —aSZ — cZ + (R,
R =6(S+1)+aSZ —(R.

SIZR with Cure — R0 > 1 with IC =DFE

(same values for parameters used in previous figure)
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Przyktadowe wyniki modelu z leczeniem.

@

Rozwigzanie zadania F 876.

Poniewaz na plyte nie dziata zadna
(niepominigta w modelu) pozioma sila
zewnetrzna, to pozioma wspolirzedna
polozenia $rodka masy nie moze sie
zmienié. Suwak znajdzie sie dokladnie nad
srodkiem masy, gdy ruch plyty ustanie.

W chwili zwolnienia elektromagnesu
warto$é przyspieszenia suwaka a (ktére
jest skierowane poziomo) musi by¢

taka sama jak warto$é¢ (skierowanego
pionowo) przyspieszenia §rodka masy
(dlaczego?). W takim razie chwilowym
punktem obrotu jest punkt znajdujacy sie
pod zawiasem na wysokosci §rodka masy
plyty. Moment bezwladnosci ptyty
wzgledem tego punktu jest réwny

Io(x) = I(x) + m(%)2 = ima:?

Rozpatrujac obrét wokél tego punktu,

. o i
uzyskujemy warunek I ()€ = mg—,
natomiast rozpatrujac obrét wokét srodka

x
masy mamy I(z)E = F 5 Poréwnujac te

. . 2

warunki, otrzymujemy Fy = —mg,
5

a z rownania, opisujacego ruch

w kierunku pionowym mamy

ma = mg — F‘. wyznaczamy a = —g,
=3 » W) ’

=
9
czyli réowniez warto$é poczatkowego
przyspieszenia suwaka.

Przy rozwiazywaniu takiego zadania
tatwo sie pomylié, rozpatrujac obrét
woké! punktu, ktéry jest poddany
przyspieszeniu @, bez uwzglednienia sity
bezwtadno$ci —ma przytozonej do $rodka
masy. Sita taka nie wigze sie

z dodatkowym momentem sily jedynie gdy
rozpatrywanym punktem jest Srodek masy
(co zostalo wykorzystane w rozwigzaniu),
lub punkt przyspiesza w kierunku $rodka
masy. Latwo zauwazy¢, ze wszystkie
punkty, dla ktérych nie ma dodatkowego
momentu sity, lezg na okregu, ktérego
$rednicg jest odcinek miedzy chwilowym
punktem obrotu a $rodkiem masy.

W kolejnym modelu zapominamy

o kwarantannie. Zreszta nie jest
juz potrzebna, gdyz tym razem
naukowcy wynalezli mozliwe do
natychmiastowego wyprodukowania
lekarstwo na ,zombizm”. Skoro
dysponujemy lekarstwem,

nie potrzebujemy kwarantanny, poniewaz leczymy wszystkich, ktérych
mogliby$my odosobnié. Wyleczone zombie staja sie na powrdt ludzmi (szanse
na to oznaczamy przez c), lecz wciaz sa podatne na ponowne zarazenie. Nieco
optymistyczne jest zalozenie, ze wyleczy¢ mozna kazdego, niezaleznie od tego,
w jaki sposéb zostal zombie i w jakim jest stanie.

CR
aS7Z R

Jest to pierwszy model, w ktérym ludzie i zombie moga wspoélistnieé. Dzigki
sktadnikowi ¢Z stabilnym punktem réwnowagi tego uktadu jest:

B

Jak widaé liczba ludzi, ktorzy beda koegzystowaé z zombie, zalezy gldéwnie
od efektywnoéci leczenia: c. Wedtug przewidywan liczba ta byltaby niewielka
(patrz wykres).

AR ( 7.7 az)
p

Poniewaz wszystkie ,pokojowe” metody pozostawiaja ludzkosé w sytuacji

nie do pozazdroszczenia (albo ludzie wymra doszczetnie, albo zostanie garstka
koegzystujaca z zombie), zdecydowanie zalecane sa metody ,niepokojowe”.
Zalézmy, ze po zgromadzeniu odpowiedniej ilodci zasobéw (np. broni, amunicj,
przeszkoleniu zolnierzy) ludzko§é moze wykonaé strategiczny kontratak, niszczac
cze$¢ populacji zombie. Pomiedzy atakami musi uplynaé troche czasu, by
uzupetnié zasoby i skoordynowaé dziatania. W kazdym ataku ludzko$¢ musi
zniszczyé (procentowo) coraz wiecej zombich. Analiza wszystkich scenariuszy
doprowadzita autoréw do wniosku, ze w przypadku ataku zombie trzeba dziataé
szybko i agresywnie, jesli ludzko$¢ ma przetrwac.

Warto zwréci¢ uwage réwniez na inne naukowe podejécia do tematyki zombie.
Np. w Is It Safe To Go Out Yet? Statistical Inference in a Zombie Outbreak
Model, na podstawie modeli z przytoczonej pracy autorzy B. Calderhead,

M. Girolami, D.J. Higham, prébuja z wykorzystaniem metod statystycznych
obliczy¢ optymalny moment opuszczenia kryjéwki w zaleznosci od obserwacji
liczby zombie w okolicy. Z kolei A. Chodorow w pracy Death and Tazes and
Zombies bada prawno-podatkowe konsekwencje pojawienia sie nieumartych
(przede wszystkim zombie, ale tez wampiréw), dochodzac do milego politykom
wniosku, ze Smier¢ nie powinna by¢ podstawa do unikniecia opodatkowania

i zombie réwniez powinny sie dotozy¢ do ,,umowy spotecznej”.

Czy wszystko to, co opisatem, jest tylko matematyczna zabawka, bez zadnych
zastosowan (oczywidcie, jezeli nie wierzymy w ewentualno$é takiej inwazji)?
Okazuje sie, ze nie do konca. Podobnymi modelami, w ktérych ,usunieci

z zakresu zainteresowan” moga do modelu powracaé, mozna opisaé¢ choroby
przechodzace w postaé uépiona, takie jak wirusowe zapalenia watroby i niektore
grzybice. Takie sytuacje moga tez zachodzi¢ w modelach niezwiazanych

z medycyna, takich jak dynamika organizacji spolecznych (np. partii
politycznych). Jednakze sam Robert J. Smith? zwrécil uwage na najbardziej
spektakularne znaczenie swojego artykuhu: pobudzanie zainteresowania
matematyka i matematycznym modelowaniem wsrod szerokiej publicznosci.
Informacje o matematykach badajacych inwazj¢ zombie pojawily si¢ we
wszystkich najbardziej znanych amerykanskich i kanadyjskich gazetach.
Smith? twierdzi, ze otrzymal tysiagce wiadomogéci tylko o szkolnych projektach
matematycznych zainspirowanych ta praca, nie méwiac juz o pojedynczych
osobach zacheconych do tak niebanalnej nauki. Powinno to stawiaé tworcéow
programu szkolnej matematyki i nauczycieli przed niepokojacym pytaniem: jak
bardzo przerazajaca musi by¢ dla uczniéw matematyka, skoro dopiero
towarzystwo zombie czyni ja bardziej przyjazna i interesujaca?
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