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Zderzenie z asteroida, wojna nuklearna, globalny potop, przebiegunowanie Ziemi. ..
liczba katastrof oznaczajacych koniec ziemskiej cywilizacji powinna sktoni¢ nas

do traktowania kazdego spokojnego poranka, kiedy przewracamy si¢ leniwie z boku
na bok zamiast skwiercze¢ w ogniu Apokalipsy, jako prawdziwego cudu. Mnogosé
$mierciono$nych zagrozen sprawia, ze ludzkos¢ od zamierzchlych czaséw stara sig
przewidzieé¢ date (chocby przyblizona) wlasnego korca, nie przejmujac sie zbytnio
kolejnymi niepowodzeniami w tej materii. Wiekszo$¢ z proponowanych terminow
pochodzilta od astrologdéw, numerologéw lub przywdédcéw religijnych. Zgodnie

z powiedzeniem Hugo Steinhausa ,Matematyk zrobi to lepiej” sprébujmy zastanowié
sig, co ma do powiedzenia w kwestii terminu Konca Swiata Krélowa Nauk.

Podobno Boég nie gra z wszechs§wiatem w kosci, na potrzeby naszych rozwazan
wyobrazmy sobie jednak, ze codziennie o $§wicie bierze On do Reki symetryczna koéc
do gry o n przystajacych, foremnych Scianach. Ze wzgledu na swoja Wszechmocno$é
Bég nie jest ograniczony wynikami Platona dotyczacymi liczby takich wielodciandw,
nie czynimy wiec w tym momencie zadnych zatozen dotyczacych n. Nastepnie kosé
jest rzucana i jesli liczba wyrzuconych oczek przekroczy k, to. .. c6z, jako ludzkosé
kibicujemy warto$ciom nie wigkszym od k. Postaramy si¢ teraz zaproponowaé
rozsadna warto$¢ parametru k, postugujac sie wiedza, ze przy dotychczasowej liczbie
N rzutéw (ktéra mozemy przyblizyé przez 365 - 4,467 - 109) nie zaobserwowaliémy
jeszcze zadnej Apokalipsy. Zauwazmy, ze w zaleznosci od k prawdopodobienstwo
sukcesu (traktowanego jako kolejny dzieni w historii ludzkosci) wynosi

Doé¢ przekonujaco wyglada teraz pomyst wyboru takiego k, ktére bedzie
maksymalizowalo powyzsza funkcje £, zwana w statystycznym zargonie funkcjq
wiarogodno$ci. W pewnym sensie ustanowiliby$my w ten sposéb obserwowang sytuacje
,hajbardziej prawdopodobna”, co wydaje si¢ rozsadnym podejsciem. Tak otrzymany
estymator wartosci k, zwany estymatorem najwiekszej wiarogodnosci, wynosi

N
- k
k = argmax,, <n> =n.

Jest to jednak malo emocjonujacy wynik — oznaczalby przeciez, ze szansa na kolejny
$wit bez globalnej katastrofy wymnosi 1, co stawialoby pod znakiem zapytania
przysztoéé szeregu hollywoodzkich superprodukcji. Przeprowadzmy wiec inna analize
— rozpocznijmy od zalozenia, ze gdyby$my nie byli $wiadkami N dni bez Apokalipsy,
traktowaliby$my kazda z wartosci k jako réwnie prawdopodobna. Jest to nasze
zalozenie a priori odnosnie prawdopodobienstwa poszczegélnych wartosci k,
ilustrujace stan naszej wiedzy (tudziez niewiedzy) dotyczacej tego parametru.
Zobaczmy teraz, w jaki sposdb wiedza o naszym istnieniu rzutuje na wspomniane
zalozenie — w tym celu postuzymy sie wzorem Bayesa, pozwalajacym na ,odwracanie
warunkowania” przy obliczaniu prawdopodobienstw warunkowych

(1) P(parametr = k | N dni bez KS) =
P(N dni bez KS | parametr = k) - P(parametr = k)
P(N dni bez KS) '

Z zalozenia o jednostajnosci rozkladu parametru bez uwzgledniania obserwacji
stwierdzamy, ze P(parametr = k) = %, ponadto oczywiscie

N
P(N dni bez KS | parametr = k) = (fz) .
Moglibysmy teraz, korzystajac ze wzoru na prawdopodobienistwo catkowite,
pracowicie obliczy¢ mianownik prawej strony réwnosci (1), zamiast tego postuzymy
si¢ jednak popularnym w podobnych wnioskowaniach fortelem. Zauwazmy bowiem,
ze lewa strona réwnodci (1) jest funkeja k, ktérej wartodci na argumentach ze zbioru
{1,2,...,n} sumuja sie do 1 (gdyz stanowi ona rozklad prawdopodobiefistwa na tym
zbiorze). Z weczesniejszych obliczen wynika, ze z dokladnoscia do proporcjonalnosei
ta funkcja wynosi &V (wartos¢ P(N dni bez KS) nie zalezy od k), w zwiazku z czym,
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Tak naprawde w tym miejscu statystyk
wprowadzitby funkcje straty L, ktéra
parze (parametr, estymator)
przyporzadkowuje karg¢ (€ R*) za bledna
estymacje, a nastepnie wybralby taki
estymator, ktéry minimalizuje wartosé
oczekiwana a posteriori funkcji straty.
Szczesliwie, dla popularnej funkcji straty
L(6,0) = (6 — 6)? jest to wlasnie wartosé
oczekiwana a posteriori parametru.

Czytelnik Calkujacy moéglby otrzymaé ten
wynik o wiele szybciej poprzez zalozenie,
ze prawdopodobieristwo a priori Konca
Swiata jest jednostajnie roztozone na
odcinku [0, 1]. Tak tez uczynil Laplace,
od ktérego pochodzi rozwazany problem.

aby spelniony byl warunek sumowania sie do 1 na zbiorze {1,2,...,n}, musi byé¢
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OtrzymaliSmy w ten sposéb rozklad a posteriori badanego parametru, czyli

wzweryfikowany” przez nasze obserwacje rozktad a priori.

P(parametr = k | N dni bez KS) =

Wszystko pieknie — zwréci uwage Czytelnik Niecierpliwy — ale ja ciggle nie wiem,
jaka jest szansa na jutrzejszy koniec Swiata. Istotnie, zadna propozycja estymatora
wartosci parametru nie zostala jeszcze przedstawiona. Dysponujemy jednak
odpowiednim rozkladem prawdopodobienstwa, co wydaje si¢ nie$é¢ wiecej informacji
niz przedstawienie jednej liczby. Jesli jednak komu$ zalezy na konkretnym wyniku,
moze postuzy¢ sie wartoscig oczekiwang otrzymanego rozkladu, ktéra wynosi
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Wobec tego za prawdopodobienstwo unikniecia Apokalipsy mozemy przyjaé
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gdzie przez SY oznaczyliémy sume N-tych poteg n kolejnych liczb naturalnych.

W tym momencie przypominamy sobie pewien klopotliwy szkopul — nie znamy
wartosci n. Mozemy jednak przypuszczaé, ze Bog nie zadowolitby sie ordynarna
kostka szescienng; intuicja podpowiada, ze w gre wchodza kosci o liczbie $cian
przekraczajacej liczbe ziaren piasku na Ziemi lub gwiazd na niebie. W tej sytuacji
rozsadne wydaje sie zbadanie, w jaki sposéb powyzsze wyrazenie zachowuje sie przy
n zbiegajacym do nieskoniczonosci. W tym celu zauwazmy, ze
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)54, i podzieleniu przez N + 2 prowadzi

Mozemy stad za pomoca prostej indukcji wywnioskowaé, ze S jest wielomianem
od n stopnia N + 1, o wspdlczynniku przy najwyzszej potedze réwnym ﬁ W tej
sytuacji SNt oraz nSY sa wiclomianami od n o réwnym stopniu, zatem granica ich
ilorazu, przy n zbiegajacym do nieskonczonosci, jest ilorazem ich wspdlczynnikéw
przy najwyzszej potedze, czyli %—i% Jesli zas estymujemy prawdopodobienstwo
Zniszczenia Swiata przez ﬁ7 to wartos¢ oczekiwana liczby dni, jaka nam zostata
do tego zdarzenia, wynosi N + 2, czyli drl}gie tyle, co juz bylo i jeszcze dwa dni

(trzeciego skonczy gra¢ Wielka Orkiestra Swigtecznej Pomocy).

Oczywiscie, powyzsze rozwazania nie moga by¢ traktowane powaznie, ilustruja
jednak dwie powazne koncepcje wnioskowania statystycznego — klasyczng oraz
bayesowskq. Fundamentalng réznica miedzy nimi jest dopuszczenie przez podejscie
bayesowskie rozktadu prawdopodobienstwa na zbiorze mozliwych parametréw.
Zasadno$¢ takiej operacji moze budzi¢ watpliwosci — tworzymy woéwczas w naszym
wnioskowaniu kolejne (po wyborze rodziny rozkladéw rzadzacych do$wiadczeniem)
czysto uznaniowe ogniwo, jakim jest wybor rozkladu a priori na zbiorze parametréw.
7 drugiej strony jednak ta uznaniowosé¢ zwieksza elastyczno$é naszego modelu, gdyz
pozwala uwzglednié¢ eksperckie ,widzimisi¢” dotyczace parametréw; ponadto, kiedy
juz 6w rozklad zostanie przyjety, cala reszta naszej dedukcji to czysto
probabilistyczne obliczenia, co niekoniecznie jest prawda w przypadku podejécia
klasycznego. Spér miedzy zwolennikami tych metodologii trwa, a na jego rozwiazanie
nie pozostalo wiele czasu — zgodnie z informacjami zamieszczonymi w angielskiej
Wikipedii najblizszy Koniec Swiata juz w marcu.



