Rys. 1. Schematyczny obraz pola
predkosci w chwili ¢ = 0. Na podstawie
znajomoéci predkosci w chwili poczatkowej
powinni$my — z wykorzystaniem réwnania
Naviera—Stokesa — przewidywad, jaki
bedzie wektor predkosci w kazdym
punkcie obszaru §2 dla wszystkich czaséw
dodatnich.

Gradient ci$nienia to wektor wskazujacy,
w ktérym kierunku ci$nienie wzrasta
najszybciej i ktérego dlugosé jest
proporcjonalna do tempa zmiany
ci$nienia.

Dla Czytelnikéw, ktérzy pochodne
czastkowe znaja: us oznacza pochodnag
wzgledem czasu, przez Au oznaczamy
wektor (Aui, Aug, Aug), gdzie
9% 8% a2
A Ox? + O3 + 8m§'
Ponadto przez (u - V)u oznaczamy
wektor, ktérego i-ta wspdlrzedna jest
réwna sumie
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Rozwazmy przepltyw nieécigliwego plynu w pewnym obszarze 2 C R3.
Zalézmy, ze wiemy, jaka jest predkosé ptynu w kazdym punkcie obszaru,

to znaczy ze znamy pole predkosci, oznaczone ug, w chwili poczatkowej t = 0
(rys. 1). Jak bedzie wygladalo pole predkosci ptynu u(t) w dowolnym
momencie t > 07

Odpowiedzi na to pytanie szuka sie w oparciu o réwnanie Naviera—Stokesa.
Jest ono zapisana formalnie reguta, ktéra méwi, jak zmienia sie w czasie
predkosé ptynu. Oczywiscie, wektor predkosci u zalezy od zmiennej
przestrzennej x € {2 oraz od czasu t > 0. Rozwigzanie réwnania
Naviera—Stokesa z warunkiem poczatkowym ug to funkcja u, ktéra spetnia
to réwnanie dla czasow dodatnich i w sposéb ciaggly osiaga warunek
poczatkowy dla t = 0.

Klopot w tym, ze do dzi§ nie wiemy, czy réwnanie Naviera—Stokesa mozna
jednoznacznie rozwiazaé dla kazdego sensownego (to znaczy takiego, ktéry
ma skonczona energie) warunku poczatkowego ug. Pomimo niemal stu lat
intensywnych badan tego zagadnienia nadal nie wiemy, czy rzeczywiscie
potrafimy przewidywaé przepltyw cieczy. Nie wiemy bowiem, czy poczatkowo
ograniczone i gladkie pole predkosci moze w pewnej chwili wybuchnaé, czyli
osiggnaé¢ w pewnym punkcie x obszaru {2 nieskoniczona warto$é, jednoczesnie
caly czas ewoluujac do tego momentu zgodnie z réwnaniem Naviera—Stokesa.
Jest to sytuacja krepujaca: ciezko bowiem sie przyznaé, ze nie potrafimy
rozstrzygnac, czy podstawowy model w hydrodynamice ma sens. ..

Sktadniki réwnania. Réwnanie Naviera—Stokesa to w zasadzie 1I zasada
dynamiki Newtona (F = ma) zastosowana do ptynu. Méwi ono, ze wplyw
na tempo T, w jakim w danym punkcie zmienia si¢ predko$¢ ptynu, maja
cztery sktadniki:

A — dyfuzja” predkosci, czyli swego rodzaju usrednianie predkosci (proces
podobny do tego, gdy barwnik dyfunduje w wodzie i ostatecznie
jednorodnie zabarwia szklanke);

B — ,unoszenie” predkosci ptynu, czyli konwekcja (tzw. sktadnik nieliniowy);

C — sily zwiazane z ci$nieniem (tzw. gradient ci$nienia);

D — sily zewnetrzne (np. grawitacja).

W dalszym ciaggu pominiemy sily zewnetrzne, przyjmujac D = 0. Réwnanie

Naviera—Stokesa mozna wiec wtedy zapisa¢ w nieco naiwny sposob jako
T+A+B+C=0,

lub bardziej konkretnie, z uzyciem odpowiednich symboli:

(1) ug — vAu+ (u-V)u+ Vp = 0.

W powyzszym wzorze liczba v mierzy lepkosé plynu (tzn. to, czy jest on

bardziej podobny do miodu czy do wody), a pozostale symbole zwiazane sa

z rézniczkowaniem. W zwiazku z tym konieczna jest pewna uwaga.

Do zrozumienia tego tekstu nie jest konieczne rozumienie powyzszych

symboli. Czytelnicy, ktérzy z pochodnymi czastkowymi nie mieli dotad

do czynienia, moga spokojnie ignorowaé zapis formalny i czytaé¢ sam tekst,

spogladajac na symbole jak na graficzne identyfikatory pojeé, ktorych sens

zostanie wyjasniony ponizej bez technicznych zawitosci.

Réwnanie (1) uzupelniane jest pewnymi dodatkowymi zalozeniami:

—w chwili ¢ = 0 pole predkoéci jest réwne wug(z),
— predkosé u jest réwna zeru na brzegu obszaru {2,
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Formalnie niescisliwo$¢ oznacza, ze

dywergencja predkosci u jest réwna zeru:
8u1 8u2 8%3
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Rys. 2. Schematyczny obraz dziatania
laplasjanu: wygtadzanie rozwigzan
z uplywem czasu.

divu = =

r=1/2+1/2

z=-—5/4

Rys. 3. Rozwigzujemy réwnanie Burgersa.

— Startujemy z punktu (0, —5/4). Mamy
uo(—5/4) = 0, wigc rysujemy z punktu
(0, —5/4) prosta o wspélczynniku
kierunkowym zero. Na tej prostej
warto$é u jest réwna zeru.

— Startujemy z punktu (0,1/2). Mamy
uo(1/2) = 1/2, wigc rysujemy z punktu
(0,1/2) prosta o wspolczynniku
kierunkowym 1/2. Na tej prostej
warto$é u jest réwna 1/2.

— Startujemy z punktu (0, 3/2). Mamy
u0(3/2) = 1, wiec rysujemy prosta
z punktu (0,3/2) o wspétczynniku
kierunkowym réwnym 1. Na tej prostej
warto$é u jest réwna 1.

— plyn jest niedcisliwy; oznacza to, ze do dowolnej kulki w {2 tyle samo ptynu
wplywa, co wypltywa. Pole predkosci zwane jest wtedy bezzrodlowym
(bezdywergentnym).

Trzech bohateréw. Na réwnanie Naviera—Stokesa mozna patrzec jak na bitwe,
w ktérej chodzi o to, czy pierwszy skladnik réwnania (pochodna czasowa w;),
a wraz z nig sama predkos¢ u, ucieknie czy tez nie ucieknie do nieskonczonosci.
Walka ta rozgrywa sie miedzy trzema pozostalymi ,,osobami”:

— bohaterem pozytywnym (czyli laplasjanem: —Auw),
— nieliniowym zloczynca: (u - V)u oraz
— ,niewidzialnym rozgrywajacym” (gradientem ci$nienia: Vp).

Zeby zatem glebiej zrozumieé, co sie dzieje w tym réwnaniu, dlaczego jest ono
tak klopotliwe i dlaczego kolejne sktadniki zostaly tak a nie inaczej nazwane,
sprébujmy lepiej zrozumieé charaktery gtéwnych postaci.

Bohater pozytywny. Aby wyjasni¢, dlaczego wigkszos¢é matematykéw sadzi,
ze laplasjan poprawia regularno$¢ rozwiazan rownania Naviera—Stokesa,
przyjrzyjmy sie rownaniu, w ktérym wystepuje tylko pochodna wzgledem
czasu i sam laplasjan (przyjmujemy v = 1):

u — Au=0
z warunkiem poczatkowym u(0,2) = ug(z). Jest to tzw. réwnanie przeplywu
ciepla (tym razem u oznacza zwykla funkcje o wartosciach rzeczywistych,
a nie pole wektorowe), ktére opisuje, jak zmienia sie w czasie temperatura
w obszarze, w ktérym poczatkowy rozklad temperatury jest dany
przez funkcje ug. Okazuje sig, ze nawet gdy funkcja wug nie jest zbyt gtadka,
to funkcje u(t), opisujace rozklad temperatury w czasie ¢ > 0, natychmiast
staja sie niezwykle regularne i gladkie. Ma to zwiazek z efektem usredniania
(charakterystycznym dla dyfuzji), ktéry ostatecznie prowadzi do tego, ze
rozwiazania u(t) z uptywem czasu coraz bardziej upodobniaja sie do funkcji
harmonicznej, to znaczy takiej, ktéra jest ciagla (tak naprawde gladka)
i ma wlasnos¢ wartosci Sredniej: jej sSrednia wartos¢ w dowolnej kulce jest
rowna jej wartosci w $rodku kulki. Blizsza analiza pokazuje tez, ze laplasjan
wypompowuje energie z uktadu tym szybciej, im wieksze sa réznice temperatury
(w przypadku réwnania Naviera—Stokesa: réznice predkosci) i co wiecej, duzo
szybciej pozbywa sie energii ze skal mikroskopijnych niz z tych duzo wiekszych.
To przeciwdziala dzikim oscylacjom w maltych skalach i wygtadza rozwiazanie.

Nieliniowy zloczynca. W przeciwienistwie do laplasjanu sktadnik nieliniowy
(u - V)u podejrzewany jest przynajmniej o préby (by¢ moze nieskuteczne)
doprowadzenia predkosci do wartosci nieskonczonej. Jak sie to dzieje?
Spojrzmy na réwnanie, jakie otrzymujemy z réwnania Naviera—Stokesa
po wyrzuceniu laplasjanu

ur + (u-V)u+ Vp =0,
przyjmujac warunek poczatkowy u(0,x) = ug(z). Poniewaz nadal wymagamy,
by u opisywalo przeplyw niescisliwy (divu = 0), to powyzsze réwnanie
(zwane réwnaniem Eulera) jest, z grubsza biorge, tak samo slabo poznane jak
rownanie Naviera—Stokesa. Dokonajmy jednak kolejnego uproszczenia:
zapomnijmy o warunku przeplywu bezzrédlowego, a ponadto dla pelnego
uproszczenia rozpatrzmy przypadek jednowymiarowy (dla zmiennej
przestrzennej). Wéwezas (u - V)u to po prostu uu, i dostajemy:
u(z,0) = ug(x).
Takie réwnanie (zwane réwnaniem Burgersa) ma do$é niepokojace
wlasnosci. Jakiego rodzaju sa to klopoty, mozna zrozumieé¢ nawet
bez znajomosci pochodnych czastkowych. Istnieje bowiem prosty algorytm
rozwiazywania réwnania Burgersa, gdy tylko ma ono gladkie, regularne
rozwiazanie. Robi si¢ to tak. Bierzemy jakikolwiek punkt (0,b) na osi ¢t = 0.
Patrzymy teraz, jaka jest warto$¢ funkcji ug dla x = b. Jesli jest ona réwna a,
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Rys. 4. Dla innego warunku poczatkowego
dochodzimy do sprzeczno$ci: na liniach
uko$nych warto$é funkcji musi byé

réwna 1, a na poziomych — zero. Niestety,
linie si¢ zderzaja i nawet wygladzenie
warunku poczatkowego nic na to poméc
nie moze. .. Jak zatem okreslaé
rozwiazanie w spornych punktach? Gdzie
ma przebiegaé linia skoku (fala
uderzeniowa)? I czy takie nieciggle
rozwigzania majg w ogdle sens?
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Na przyklad sinus i kosinus sg do siebie
prostopadte na odcinku (0, w), bowiem ich
iloczyn jest réwny sinx cosz = % sin(2x),
a $rednia sin 2z na (0, 7) jest réwna zeru.

Rys. 5. Zwezanie wiru.

to kreslimy prosta wychodzaca z punktu (0, b), ktéra ma wspdlczynnik
kierunkowy a, czyli rownanie x = at 4+ b. Na wykreslonej prostej definiujemy
wartos¢ funkcji u jako liczbe a. Jesli teraz pokryjemy takimi prostymi cata
pélplaszezyzne t > 0, to problem jest rozwigzany, bo kazdy punkt (z,t) dla

t > 0 ma okre$long wartosé¢ funkeji u. Jak to dziala na konkretnym przyktadzie,
mozna zobaczy¢ na marginesie (rys. 3). Okazuje sie jednak, ze dla bardzo
wielu warunkéw poczatkowych (nawet zupelnie gtadkich) nie da sie znalezé
rozwiazania cigglego u okreslonego dla wszystkich czaséw t > 0. Tworza

sie¢ bowiem tzw. fale uderzeniowe jak na rysunku 4. W ten sposob widzimy, ze
spokrewnione z réwnaniem Naviera—Stokesa réwnanie, ktére zawiera podobny
sktadnik nieliniowy, dla niektérych warunkéw poczatkowych zachowuje sie
dobrze, a dla innych warunkow poczatkowych na pewno nie daje globalnych
w czasie i gladkich rozwiazan (bez wzgledu na to, czy u dla t = 0 jest gladkie).

Sa tez inne przyczyny, dla ktoérych sktadnik nieliniowy ma zla stawe:
odwrotnie niz laplasjan pompuje energie ze skal wigkszych do mniejszych,

a ponadto z fizycznego punktu widzenia jest on zwiazany z efektem zwezania
wiru. Efekt ten polega na tym, ze jesli walec wodny wiruje wokotl osi i jego
promien ulega zmniejszeniu, to predkosé wirowania silnie wzrasta, tak jak

w przypadku tyzwiarki robigcej piruet z otwartymi ramionami, ktéra nagle
ramiona zbliza do siebie (rys. 5). Czy podobnie moze doj$é¢ do wybuchu
predkosci w przeptywie ptynu?

Niewidzialny rozgrywajacy. Wielu osobom wydaje sie, ze caly klopot

z rownaniem Naviera—Stokesa polega wlasnie na starciu skladnika
nieliniowego z laplasjanem. Czes¢ fizykéw podejrzewa, ze zmniejszajac
lepkos$¢ v, czyli ostabiajac laplasjan wzgledem sktadnika nieliniowego, mozna
doprowadzi¢ do wybuchéw rozwigzan. Czy jednak tylko o starcie laplasjanu
ze sktadnikiem nieliniowym tu chodzi?

Problem w tym, ze réwnanie z pominietym gradientem ci$nienia:

ug — vAu+ (u-V)u = f,
i w konsekwencji z jednoczeénie pominietym warunkiem bezdywergencyjnosci
pola u, ma zupelnie dobre wlasnoéci: rozwiazania sa ograniczone, o ile tylko f
jest ograniczona! Wykazali to Andriej Kisieliow oraz Olga Ladyzenska
w 1957 r. W przypadku réwnania Naviera—Stokesa gradient ci$nienia pelni
niejako role funkcji f z réwnania badanego przez Kisieliowa i Ladyzenska.
Gdybysémy zatem wiedzieli, ze gradient ci$nienia nie wybucha, to moglibySmy
wnioskowad, ze u tez nie. .. Niestety, nic takiego o ci$nieniu nie wiemy. Widaé
zatem, ze o skltadniku Vp mozna méwic jak o kluczowej postaci rownania
Naviera—Stokesa. It is all about pressure. .. — jak mawia wielu matematykow
zajmujacych sie tym tematem.

Dlaczego jednak ci$nienie nazwalidémy postacia niewidzialna? Ot6z gradient
ci$nienia i predkos¢ u nalezg do wzajemnie prostopadtych przestrzeni
funkcyjnych. Dla czesci Czytelnikéw moze to brzmieé¢ dziwnie, ze dwie funkcje
sg do siebie prostopadte, ale jest to zupelnie sensowne uogélnienie pojecia
zwyklej prostopadtosci wektorow: dwa wektory sa prostopadle, gdy ich iloczyn
skalarny jest réwny zeru, dwie funkcje sg prostopadile, gdy srednia ich iloczynu
w przestrzeni jest rowna zeru. To wlasnie z powodu owej ortogonalnosci
(prostopadlodci) gradientu i funkcji z zerowa dywergencja (tzn. pola
bezzrédlowego) w wigkszosci sformutowan réwnania Naviera—Stokesa
spotykanych w fachowych artykutach cisnienie po prostu znika, bo rownanie
rzutuje si¢ od razu tylko na te podprzestrzen, w ktérej ,zyje”’ rozwiazanie u.

Stabe rozwigzania. W badaniach nad réwnaniem Naviera—Stokesa
przetomowe znaczenie miata praca francuskiego matematyka Jeana Leraya

z 1934 r. Leray pokazal, ze dla kazdego sensownego warunku poczatkowego ug
mozna skonstruowaé tzw. ,stabe” rozwiazania u dla wszystkich czaséw ¢ > 0.
Co to znaczy, ze rozwigzanie jest ,,w stabym sensie” ? Méwigc swobodnie, znaczy
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Rys. 6. Rozwazmy réwnanie Burgersa

z warunkiem poczatkowym up réwnym 1
dla z ujemnych i 0 dla z dodatnich. Linie,
na ktérych okreslamy wartosé funkcji
(zero lub jeden), przecinajg si¢. Ale mozna
zdefiniowaé stabe rozwigzanie — takze

za pomocy funkcji testowych. Okazuje sie,
ze u zdefiniowane jak na gérnym rysunku
(obszar zacieniowany to warto$é¢ u

réwna 1) wszystkie testy przechodzi, a to
na rysunku dolnym — nie. Gérne jest
zatem stabym rozwiazaniem, a dolne

nie jest. Widzimy tez, ze definicja stabego
rozwigzania wyznacza w tym przypadku,
jak porusza si¢ fala uderzeniowa.

Zeby uniknaé méwienia o catkach,
opowiadamy w tym artykule o $rednich
wartosciach. Dlatego o obszarze 2
zaktadamy tu, ze jest ograniczony i ma
objetosé 1.
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to, ze spelnia ono pewna nieskonczong serie testow, ktore kazde ,prawdziwe”,
regularne rozwigzanie by spetniato. Moze sie jednak zdarzy¢, ze pewna
funkcja wszystkie te testy przechodzi, a jednak nie spelnia réwnania w sensie
zwyklym. Jest to sytuacja troche podobna do zdawania matury: kazdy w pelni
dojrzaly matematyk zaliczy serie¢ wymaganych przez nia testéw, ale nie jest
prawda, ze kazdy, kto mature zaliczy, jest od razu dojrzalym matematykiem.

Sprébujmy dokladniej wyttumaczyé, jakie testy przechodzi stabe rozwigzanie
okreslone na odcinku czasu [0, T]. Standardowy test wyglada nastepujaco.
Bierzemy dowolna, ale bardzo gladka funkcje wektorowa ¢ = (1, 2, ¢3), ktéra
znika przy brzegu (2 oraz znika dla czasow bliskich t =01t =T, a takze ma
zerowg dywergencje. Nastepnie mnozymy przez nig réwnanie (1), otrzymujac:

up o —Au-p+ (u-Viu- o+ Vp-p=0.

Dla kazdego z czterech skladnikéw liczymy teraz jego srednia po calej
czasoprzestrzeni. Suma tych czterech srednich tez, oczywiscie, musi

by¢ réwna zeru. Kiedy jednak liczymy $rednie, to pewne prawa rachunku
calkowego (catkowanie przez czesci) pozwalaja nam przerzucié¢ pochodne

na gladka funkcje testujaca. To znaczy: gdyby w bylo prawdziwym gladkim
rozwiazaniem, to obliczenie np. Sredniej iloczynu uy - ¢ byloby tym samym,
co obliczenie $redniej iloczynu —¢; - u. Ta ostatnia Srednia istnie¢ moze nawet
wtedy, gdy samej funkcji u rézniczkowaé sie nie da. I na tym wlaénie polega
pomyst nieskonczonej serii testéw: pochodne zostaja przerzucone na funkcje
prébna, ktéra jest na tyle gtadka, ze takie rézniczkowania zniesie bez problemu,
nawet gdyby nasze ,stabe rozwiazanie” udzwigna¢ ich nijak nie mogto.
Nastepnie sprawdzamy, czy suma $rednich (obliczonych po odpowiednim
przerzuceniu pochodnych na ¢) nadal jest réwna zeru. Jesli tak, to test

jest zaliczony. Stabe rozwiazanie u spelnia kazdy taki test. Czy jednak mozna
na nie z powrotem przerzucaé¢ pochodne? Gdyby tak bylo, to w konsekwencji
u musialoby by¢ tez rozwigzaniem klasycznym. Ale czy tak jest, nie wie nikt.

Trzy klasyczne wyniki. Skoro zapoznalidémy sie z grubsza z pojeciem
stabego rozwigzania, to mozemy teraz podaé trzy najbardziej fundamentalne
wyniki dotyczace rownania Naviera—Stokesa. Obecnie wiemy, ze:

— rozwigzania stabe istnieja globalnie w czasie, tzn. sg okreslone dla wszystkich
t > 0; mozna je tez tak skonstruowadé, ze ich energia (czyli, z grubsza biorac,
$rednia |u|?) maleje w czasie, a warunek poczatkowy jest przyjmowany
w tym sensie, ze energia pola u(t) — ug dazy do zera, gdy t — 0T
nie jest jednak obecnie wykluczone, ze rézne metody konstrukcji stabych
rozwiazan prowadza do réznych stabych rozwigzan dla tego samego ug .. .;

— rozwiazania klasyczne (czyli takie, ktére po prostu w zwykly sposéb
spelniaja réwnanie) istniejg lokalnie w czasie: jesli tylko warunek poczatkowy
nie jest zbyt ,dziki” (tzn. gdy érednia |Vu|? jest skoficzona), to przynajmniej
na pewnym odcinku czasu [0,7T) mozna skonstruowaé gladkie rozwiazanie;

— jesli warunek poczatkowy jest bardzo maly (np. w tym sensie, ze Srednia
|Vu|? jest odpowiednio mata), to rozwiazania klasyczne istnieja globalnie
w czasie (czyli dla kazdego ¢t > 0).

Wiemy tez, ze rozwiazania klasyczne sa zawsze jednoznaczne (nie mozna mieé
dwdch réznych rozwiazan klasycznych dla tego samego ug).

Stonn Edrissa Titiego. Edriss Titi, jeden z bardziej znanych badaczy
rownania Naviera—Stokesa, zwykl mawiaé, ze réwnanie to jest jak ston czy tez
mamut, ktérego ludzie chcg pokonaé, ale wcigz nie potrafig. Zamiast wiec
mamuta w pelni zwyciezy¢, dokonuja roznych sztuczek: a to ztapia go

za ucho, a to pobujaja sie na ogonie, to znéw ugodza go w noge.

Metafore Titiego nalezy, oczywiscie, traktowa¢ z pewnym dystansem, ale
faktem jednak jest, ze w ciaggu wielu lat badan udato si¢ dokonaé¢ wielu
matematycznych ,sztuczek”. Wykazano na przyklad, ze:
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— jesli dochodzi do wybuchu, to i tak zbior czasoéw, w jakim stabe rozwigzanie
wybucha, jest maty: dla dowolnego € > 0 mozna go przykry¢ seria odcinkow
o dlugosciach e1,¢e9,¢3,... 0 tej wlasnodci, ze > .~ ¢; 12 ¢ (czyli
tzw. wymiar Hausdorffa zbioru czaséw osobliwych nie jest wigkszy od 1/2);
wiedzial to juz w pewnej formie Leray w 1934 r.;

— zbiér punktow w czasoprzestrzeni, w ktorych byé moze dochodzi do wybuchu,
tez jest maly (jego wymiar Hausdorffa nie jest wiekszy niz 1 — to wynik
Caffarelliego, Kohna i Nirenberga z 1982 r. w oparciu o wczesniejsze
pomysty Scheffera z lat 70.);

— danemu stabemu rozwiazaniu odpowiada sensowny zespoét trajektorii czastek
(trajektorii Lagrange’a); to wynika z pracy Foiasa, Guillope i Temamaz 1985 r.

Faktéw podobnej wagi mozna podac jeszcze co najmniej kilkanascie.
A jednak problem gléwny pozostaje otwarty i nie bardzo wiadomo, jak te
czesciowe wyniki nas do jego pokonania zblizaja. . .

Milion dolaréw. Réwnanie Naviera—Stokesa opisujace przeplyw w obszarze
Sformutowanie problemu milenijnego tréjwymiarowym stato sie w ostatnich latach dodatkowo stawne, bowiem
zostalo podane przez Charlesa Feffermana : s : : 7 : o
dla proypadkn praeplywn w obszarze (2 .zawarto. je na I%SCIG tzw. siedmiu probleméw milenijnych (Wytypowan.ych
bez brzegu, to jest w calej przestrzeni lub  jako najwazniejsze problemy otwarte w matematyce). Zeby przeméwic

na kostce z periodycznymi warunkami s P . . ..
brzegowymi. Oczywiscie problem dotyczyt 40 Wyobrazni os6b spoza branzy, ufundowano konkretna i tatwa do zrozumienia

przeplywu w obszarze tréjwymiarowym,  nagrode w wysokosci miliona dolaréw za rozwiazanie ktéregokolwiek
bo problem przeplywu w obszarze . . , , , . .
dwuwymiarowym zostal dawno juz z tych siedmiu probleméw. W ten sposoéb réwnanie Naviera—Stokesa stato

rozwigzany (nie ma wybuchéw sig¢ obecne w tzw. kulturze masowej, co prowadzi czasami do nieoczekiwanych
w wymiarze 2) przez Olge Ladyzenska.

efektow. Na przykiad niedawno ,eksperci” rozmaitych portali poinformowali
opini¢ publiczna o ,,geniuszu z Kazachstanu”, ktory ,rozwiazal zagadke

za milion dolaréw”. Niestety, w dowodzie Mukhatarbaja Otelbajeva

po kilku tygodniach znaleziono btad. Byto jednak do$é emocjonujaco:

w poszukiwaniu pomylki bralo udzial wielu matematykdéw, ostatecznie
kontrprzyktad (ulepszony potem przez Terrence’a Tao) zostal podany

przez uzytkownika o nicku ,sup” na jednym z rosyjskojezycznych

portali matematycznych. Wydaje sie¢ obecnie, ze dowodu Otelbajeva

nie da si¢ uratowaé. Tego rodzaju zdarzenia trafiaja sie od czasu do czasu,
np. w roku 2006 Penny Smith oglosila, ze ma dowdd i nieostroznie udzielita
na ten temat wywiadu dziennikarce Nature. Potem okazato sie, ze choé
sama praca po$wiecona rownaniu Naviera—Stokesa nie zawierata bezposrednio
bledu, to jednak opierata sie na poprzedniej btednej pracy autorki.

Pomimo zatem tysiecy prac na ten temat, pomimo wysitkow setek
matematykow problem regularnosci rozwiazan Naviera—Stokesa wciaz czeka
na ostateczne rozstrzygniecie. A przeciez od momentu podania tych réwnan
przez francuskiego inzyniera Claude-Louisa Naviera w 1822 roku i ich
bardziej Scistego wyprowadzenia przez George’a Gabriela Stokesa w 1845
roku mineto juz catkiem duzo czasu. ..

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla n > 3

i Rozwigzanie zadania M 1442.

1 " 1 - 1 - 1 1
33 43 n3 12 2n(n+1)°
Dla n = 3 nasza nieréwnos¢ przyjmuje postaé 5= < 15 — 2—14 = i Zalézmy, ze nierownosc jest

prawdziwa dla n — 1, gdzie n > 4. Wowczas
< 1 + 1 + . 1 > " 1 - ( 1 ) 1 -
33 (n—1)3 n3 12 2(n —1)n n3

(;
e

1
< ——
12 Zn(n +1)’
co dowodzi prawdziwosci nieréwnosci dla n. W takim razie nieréwnos¢ jest spelniona dla kazdej
liczby naturalnej n > 3.

1 1 1 B
ZrL(rL +1 ) n3 <2n(n -1 - 2n(n + 1)) a
1 1
2n(n+1)) n3 n(n—1)(n+1) <
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