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Matematyka zonglowania
Denis KUPERBERG™

Zonglerka to starozytna sztuka, jej poczatki wydaja sie doréwnywaé wiekiem
ludzkoéci, znane sa np. rysunki zonglujacej kobiety znalezione w egipskim
grobowcu datowanym na XII wiek p.n.e. Wystarczy kilka kamieni i troche
praktyki, nie jest wiec wcale zdumiewajace, ze ludzie zaczeli sie tym zajmowaé
bardzo dawno.

Jednakze dopiero bardzo niedawno zaczeto si¢ interesowaé¢ matematycznymi
aspektami zonglowania. Pierwszy raz matematyczng notacje dla wzorcoéw
zonglowania wprowadzono w latach 80. XX wieku niezaleznie na Uniwersytecie
Kalifornijskim w Santa Cruz, w Caltech i na uniwersytecie w Cambridge.
Przedstawie tutaj krétki opis tego, jak matematycy moga poméc zonglerom

w tworzeniu wzorcéw zonglerki i jak ta miedzydziedzinowa wspdlpraca moze
przydaé sie réwniez matematykom.

Pierwszy krok to stworzenie schematycznego modelu po to, by méc

o zonglowaniu méwié¢ precyzyjnie. Zalézmy (na poczatek), ze czas jest
dyskretny, czyli jest ciagiem chwil 1,2, 3,..., oraz ze zongler ma dwie rece,

z ktérych kazda moze trzymaé¢ w danej chwili co najwyzej jeden przedmiot
(pitke). Rece poruszaja sie na zmiane, to znaczy jedna z nich lapie i rzuca pitke
w chwilach parzystych, a druga w nieparzystych.

Ciekawsza rzecza sa rézne sposoby rzucenia pitki — my mozemy to opisaé
wylacznie poprzez czas (liczbe chwil), ktory pitka spedza w powietrzu.

To znaczy rzut wysokosci t wykonany w chwili ¢ laduje w chwili ¢ 4 ¢.
Zauwazmy, ze znaczy to, iz wszystkie rzuty parzystej wysokosci laduja

w tej samej rece, ktora je wyrzucila, a te o wysokosSci nieparzystej zmieniaja
reke. Oznaczymy przez 0 pusty rzut, to znaczy reka wykonuje rzut 0 w chwili 7,
jesli jest ona wolna w chwili 4.

Na rysunku 1 przedstawiony jest przyklad sekwencji rzutéw. Kazda pitka jest
identyfikowana przez swdj kolor; dodatkowa informacja (stan) bedzie
przydatna w dalszej analizie. Zauwazmy, ze zongler uzywa trzech pitek.

Przedstawiona szczegdlna sekwencja bedzie opisana tylko przez ciag
wykonanych rzutow, czyli — jak wida¢ — 531453055205314530. Taka notacje

z angielskiego nazywamy siteswap. Zonglerzy zazwyczaj interesuja sie
prostszymi sekwencjami anizeli zaprezentowana tutaj. Szczegdlna uwaga
darzone sg sekwencje okresowe, w ktorych skoniczony cigg rzutéw moze byé
powtarzany w nieskonczono$é. Na przyktad pierwszym wzorcem, ktérego uczy
sie¢ wiekszo$¢ ludzi, to ten z trzema pitkami, zwany kaskadg; odpowiada on
ciggowi 33333. ...

Aby uniknaé powtarzania zbednej informacji, zazwyczaj zapisujemy sekwencje
okresowa podajac jedynie jej jeden okres, czyli w przypadku kaskady
po prostu (3).

Matematyczny umyst moze tu postawié¢ wiele pytan. Czy wszystkie wzorce sa
poprawne? Jak liczba pilek zalezy od wzorca? Ile wzorcow istnieje przy
pewnych ustalonych ograniczeniach (jak liczba pilek i maksymalna

wysoko$é rzutu)?

Przyjrzyjmy sie kilku podstawowym wtasnosciom wzorcow siteswap.

Definicja. Wzorzec tg...tp_1 dla k > 1 nazwiemy poprawnym wtedy i tylko
wtedy, gdy o : {0, 1,..., k—1} = {0, 1,..., k — 1} zdefiniowana jako

o(i) =i+ t; (mod k) jest permutacja. Wszystkie wzorce dla k = 1 sa poprawne;
wzorzec (n) odpowiada kaskadzie n pilek.

Ta definicja po prostu wyraza w inny sposob fakt, ze dwie pitki nie moga
wyladowaé¢ w tym samym momencie. Innymi stowy, rézne rzuty we wzorcu
musza ladowaé w réznych chwilach.
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Rys. 2

Rysunki do artykutu zostaly
zaadaptowane z Wikipedii.

Lemat. W poprawnym wzorcu dla n pitek srednia wysokosé rzutow wynosi n.
Dowdéd pozostawiam jako ¢wiczenie-prezent dla Czytelnika lubigcego wyzwania.

Fakt opisany w lemacie moze by¢ uzyty jako wstepny test na poprawnosé
wzorca: jesli érednia wysoko$¢ nie jest liczbg naturalna, to wzorzec nie moze
by¢ poprawny.

Przyktady:

e (521) ma $rednia 8/3, wiec nie jest poprawnym wzorcem.

e (321) ma $rednia 2, wiec mdgltby opisywaé¢ wzorzec dla dwoch pitek; jednakze
pierwszy warunek nie jest spelniony: 0(0) = (1) = 0(2) = 0, czyli wszystkie
pitki laduja w tym samym momencie.

e (441), (531), (55500) sa poprawnymi wzorcami dla trzech pitek.

(6451), (7333), (71) sa poprawnymi wzorcami dla czterech pitek.

Benoit Guerville udowodnil interesujacy, nietrywialny fakt.

Twierdzenie o reorganizacji. Kazdy ciqg liczb naturalnych o sredniej bedgcej
liczbg naturalng mozna poprzestawiac tak, by przedstawial poprawny wzorzec.

Powr6émy do rysunku 1. Chcee objasénié to, co zostalo umieszczone w kolumnie
stany. W kazdej chwili mozemy spojrze¢ na wysokos¢ danej pitki, tzn. czas

od danego momentu do jej wyladowania. Poniewaz dwie pitki nigdy nie laduja
w tej samej chwili, wiec wszystkie wysokosci beda rézne. Bedziemy je zapisywaé
od lewej do prawej, znak x oznacza, ze jest pitka, a znak —, ze jej nie ma.

W szczegdlnodci, pierwszy symbol z lewej strony odpowiada wysokoéci 0, czyli
aktualnie aktywnej rece. Opis stanu konczy sie na maksymalnej wysokosci

(w przykladzie to 5), wiec opis stanéw jest skoficzony. Ograniczamy tez
wszystkie rzuty do tej maksymalnej wysokosci. To znaczy, ze jesli stan zaczyna
si¢ znakiem —, to aktualna reka jest pusta i nastepny rzut to 0. Przy czym, jesli
jest tam X, to pitka moze by¢ rzucona na dowolng pozycje zaznaczong —, czyli
odpowiadajaca wolnemu miejscu. Maksymalny rzut jest zawsze dozwolony,
gdyz odpowiada wirtualnemu — za ostatnia pozycje. Wtedy wszystkie symbole
sa przesuwane w lewo, co obrazuje uplywajaca jednostke czasu. Uzywajac
stanéw, zawsze wiemy, jakie rzuty sa dozwolone, co moze by¢ zilustrowane
przez automat: diagram stanéw-przejsé, taki jak na rysunku 2, gdzie sg trzy
pitki, a maksymalna wysokos¢ to 5.

A zatem poprawne ciagi to etykietowania Sciezek w tym automacie, a okresowe
wzorce odpowiadajg cyklom. To spojrzenie moze by¢ uzyte do definiowania
egzotycznych wzorcéw zonglowania i niektérzy artysci (na przyklad firma
Gandini Juggling) szeroko uzywaja wzorcéw przy projektowaniu ukladéw

na swoje pokazy.

Zauwazmy, ze matematyczne rezultaty nigdzie nie wykorzystywaly faktu, iz
wystepuja akurat dwie rece. Wszystkie rozumowania beda wciaz poprawne dla
wiekszej liczby zonglujacych ,stron” (stép, glowy, wielu oséb, ...). Badania
nad wzorcami siteswap trwaja, uogdlnia sie to pojecie na wiele sposobow: dla
czasu synchronicznego (wiele rak rzuca w tym samym momencie),
multiplekséw (jedna reka moze rzucaé wiele pilek naraz), .. ..

Rozwazania te doprowadzily takze do bardziej abstrakcyjnych badan
naukowych, zostalo opublikowanych wiele artykuléw na ten temat,

w wiekszoéci o kombinatoryce wzorcow. Interesujacy jest fakt, ze pewne
pomysty rozwiniete podczas studiowania zonglowania byly uzyte w innych
dziedzinach matematyki. Wiele artykuléw, a czasem nawet prace doktorskie
(np. Combinatorial aspects of juggling Anthony’ego Maysa) wskazuja zwiazki
wzorcow siteswap z nowatorskimi rozwiazaniami w matematyce. Nie ma takich
rzeczy jak bezuzyteczna matematyka: wzajemne powiazania czesto pojawiaja
si¢ przy najbardziej niewinnych tematach!

Tlumaczyl Wojciech CZERWINSKI



