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Najladniejsza choinke w zyciu widzialem na Stowacji, w miejscowosci Jasov.

Jest tam klasztor zatozony w XII wieku, a obok niego rodnie sekwoja, a wlasciwie
mamutowiec; drzewo to jest znacznie mtodsze niz klasztor, bo ma tylko 180 lat.
Uwage patrzacego przyciaga pien, bardzo gruby przy ziemi i bardzo smukly na
samej gorze. Ksztalt pnia (1 wszystkich czesci kazdego drzewa) to kwestia swoistej
ekonomii; na drzewo dzialaja rozmaite sity, ktore pien musi wytrzymac, i dlatego
musi by¢ dostatecznie gruby. Ale do zbudowania grubego pnia potrzeba bardzo
duzo budulca, ktéry trzeba wydoby¢ z gleby i z powietrza, i energii, otrzymywanej
ze Stonca — to po te energie drzewa ,Scigaja sie do géry”. Im grubszy i wyzszy
jest pien, tym wieksze obciazenia musi wytrzymywaé, co sprawia, ze ten wyscig
to nadzwyczaj trudna konkurencja. Mistrzami w niej sa mamutowce.

Zrédla sit dzialajacych na pien choinki to przede wszystkim grawitacja (ciezar
samego pnia, galezi, igiel, szyszek, opadow atmosferycznych i siadajacych

na galeziach ptakéw), wiatr, powodujacy nie tylko zginanie, ale tez skrecanie
(cho¢ momenty wywieranych przez poszczegélne konary sit skrecajacych

pien w znacznym stopniu sie znosza) i wreszcie bezwladno$é (ojezyzna
mamutowcdéw jest Kalifornia, obszar sejsmiczny). Wspomniana ,ekonomia”

ma na celu jak najlepsze wykorzystanie materiatu, co sprowadza sie do

tego, by przy najwigkszych obciazeniach, na jakie pien bywa wystawiony,
naprezenia w poszczegdlnych czedciach pnia byly bliskie wytrzymaltosci drewna,
z ktorego pien jest zbudowany. W tym artykule chciatbym pokazaé, jak z tak
postawionego problemu ,ekonomicznego” wynika rozwiazanie w postaci ksztattu
pnia. W tym celu zbuduje i zbadam pewien bardzo uproszczony model pnia
mamutowca i dziatajacych na niego sil wiatru i grawitacji.

To, czy dany material wytrzyma obciazenie, zalezy od tzw. tréjosiowego
stanu naprezen. Na przyklad, material rozciagany lub Sciskany jednakowo
we wszystkich kierunkach moze wytrzymac¢ wigksze naprezenie niz material
rozciggany lub Sciskany tylko w jednym kierunku. Wazne sa tez kierunkowe
wlasnosci materiatu: sztywnosé i wytrzymatosé drewna rozciaganego wzdtuz
wlokien jest wicksza niz w kierunkach prostopadtych do witdkien, co okresla
sie mianem anizotropii. Na rozklad naprezen w pniu ma wplyw zaleznosé
odksztalcen od naprezen. Dla prawie wszystkich cial stalych, jesli naprezenia
sa dostatecznie male, zalezno$é ta jest liniowa; jest to znane prawo Hooke’a.
Jednak dla wigkszych naprezen (a zwlaszcza bliskich granicy wytrzymalosci
materialu) prawo to przestaje obowiazywaé. Poza tym w réznych cze$ciach
pnia (zaleznie od wieku drewna i zawartosci wody) zalezno$é ta moze by¢
rozna. Tych wszystkich rzeczy nie wezmiemy dalej pod uwage, ale budujac
model matematyczny czegokolwiek, zawsze nalezy pamictaé o najwazniejszych
pominietych czynnikach (wszystkich nigdy nie znamy).

Przyjmiemy nastepujace nieprawdziwe (co nie znaczy od razu, ze bledne)
zalozenia: w kazdym miejscu sztywnosé i wytrzymatosé drewna jest taka sama
(kore traktujemy jak drewno). Pien roénie pionowo, a jego przekrdj poziomy

na kazdej wysokosci jest kotem, ktérego promien wolno zmienia si¢ z wysokoscia.
Grawitacja i zginanie przez wiatr powoduja tylko Sciskanie i rozcigganie widkien
wzdluz pnia, ktérego material spelnia prawo Hooke’a. Przy tych zalozeniach
wspomniane przekroje pnia pozostaja plaskie, tj. czastki drewna polozone na
dowolnym poziomym przekroju pnia nieodksztalconego po jego obciazeniu nadal
znajduja sie¢ w jednej ptaszczyznie. Przyjmiemy ponadto, ze Srednice przekrojéw
po odksztatceniu pnia pozostaja niezmienione.

Wprowadzimy uktad wspolrzednych, ktérego os x jest skierowana pionowo

do gory, o$ y ma kierunek wiatru, ktéry wieje poziomo, a 0os z jest

do pozostalych dwoch osi prostopadta. Jesli H oznacza wysoko$é pnia,

a funkcja u(z) opisuje ugiecie (tj. boczne przemieszczenie przekroju) pnia

na wysokosci z, gdzie x € [0, H|, to dla niewielkich (z zalozenia) ugie¢ promien
okregu $cidle stycznego do wygietej osi pnia na wysokosci x jest w dobrym
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przyblizeniu réwny R(z) = 1/u”(x). Jedli w tym miejscu przekrdj pnia ma
promien r(z), to maksymalne wzgledne zmiany dtugosci wlékien, spowodowane
przez wygiecie pnia, sa réwne +r(z)/R(z) = +r(z)u” (z). Wprowadzmy
w plaszczyznie przekroju pnia lokalny uktad wspotrzednych n, ¢, majacy
poczatek w srodku przekroju i taki, ze 0§ n przed odksztalceniem pnia ma
kierunek i zwrot osi y. Wzgledne odksztalcenie widkna przecinajacego przekroj
w punkcie (7, () jest proporcjonalne do 7. Z prawa Hooke’a wynika, ze takze
naprezenie wlokna jest proporcjonalne do 7. Naprezenia widkien spowodowane
przez zginanie pnia w rozwazanym przekroju sa zatem opisane przez funkcje
n

UZ(U? C) =0y maXT(LU) B
ktoérej wartos¢ dodatnia oznacza, ze widkno jest Sciskane. Wypadkowy moment
sity dla naprezen w przekroju pnia na wysokoéci ¢ mozemy wyrazi¢ za pomoca
calki po kole K (x) — przekroju pnia na tej wysokosci; calka ta jest objetoscia
bryly pod wykresem funkcji no,(n,¢) (rys. 1), a oblicza sie ja tak:

O-Z max
Mm:/ noa(,¢) dnd¢ = 72 dyd¢ =
K(z) K(z) r(z)
- %Tg(x)azmax-

7 otrzymanego wyzej wzoru wynika, ze wytrzymalosé pnia na zginanie jest
proporcjonalna do trzeciej potegi promienia przekroju. Podobna zaleznosé
wytrzymalosci od wielkosci przekroju ma miejsce rowniez dla belek, ktérych
przekroje maja ksztalt inny niz koto.

Pominmy chwilowo naprezenia spowodowane przez grawitacje, aby znalezé
optymalny ksztalt pnia ze wzgledu na wytrzymaltosé na podmuchy wiatru.

Sita parcia powietrza na galaz drzewa zalezy od wielkosci i ksztaltu galezi

i od predkosci wiatru, przy czym dla przeptywu turbulentnego, z jakim mamy
tu do czynienia, jest proporcjonalna do kwadratu predkosci wiatru. Sprawe
komplikuje fakt, ze predkos¢ wiatru nie tylko zmienia si¢ w czasie, ale réwniez
zalezy od wysokosci — zwykle rosnie wraz z odlegloscia od ziemi. Poniewaz
gérne galezie sa znacznie krétsze od tych potozonych nizej, gdzie predkosé
wiatru jest mniejsza, wydaje sie, ze mozna (przy braku lepszych informacji)
zobaczy¢, co wyjdzie, jesli zalozymy, ze sila parcia wiatru na jednostke dlugosci
(wysokosci) pnia jest stala wzdluz pnia. Oznaczmy te stala symbolem F. Wtedy
moment sily wiatru zginajacej pien na wysokoéci = jest réwny

H
Ml(x):/ F(t—x)dt:%F(H—x)Q

(ta calka jest polem tréjkata, ktéry ma wierzcholek na wysokosci x i przeciwlegly
bok na wysokosci H, rys. 2). Moment ten jest wypadkowym momentem sit
sSciskajacych i rozciagajacych wiékna przekroju: My(x) = M (x). Mamy stad
réwnanie, ktére wiaze stala F', promien przekroju r(z) i maksymalne naprezenie
spowodowane przez zginanie o, max:

2F(H — z)?

(%) r¥(x) p—

Jesli zalozymy, ze maksymalne naprezenie spowodowane przez zginanie ma by¢
takie samo na kazdej wysokosci, to funkcja opisujaca promien przekroju bedzie
mieé postaé r(z) = C(H — x)?/3, ze stata C = /2F/ (70, max). Zobaczmy

wykres (rys. 3): pien mamutowca tak nie wyglada.

Rozwazmy teraz grawitacje. Oprdcz cigzaru pnia musimy przy tym uwzgledni¢
ciezar galtezi. W tym celu przyjmiemy kolejne nie catkiem prawdziwe

zalozenie, ze rozktad ciezaru gatezi wyrastajacych z pnia na wysokosci x jest
proporcjonalny do pola przekroju pnia na tej wysokosci. Przy tym zalozeniu sila
Sciskajaca pien na wysokosci = jest réwna

H
() smz/zww%

gdzie D jest pewna stala (sila ta jest wigc proporcjonalna do objetosci czesci
pnia powyzej poziomu z, rys. 4). Zgodnie z zalozeniami modelu sita ta powoduje
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rownomierne naprezenie og w calym przekroju, musi ono zatem by¢ rowne

) €)= 2y

Naprezenia spowodowane Sciskaniem i zginaniem pnia dodaja sie, zatem skrajne
naprezenia (odpowiednio we wldknach rozciaganych i $ciskanych) to o5 — 0 max

i 0s + 0,max- Aby pien wytrzymatl obciazenie, oba te naprezenia muszg lezeé

w przedziale ograniczonym przez wytrzymatosci drewna na rozcigganie i $ciskanie
wzdtuz wlokien. Zwrot sity grawitacji sprawia, ze maksymalne naprezenie
Sciskajace ma wieksza warto$é bezwzgledna niz rozciagajace, dlatego (choé
wytrzymalo$é drewna na $ciskanie moze by¢ wigksza niz na rozciaganie) zajmiemy
sie Sciskaniem: chcemy, aby przy najsilniejszym wietrze, na jaki drzewo jest
przygotowane, maksymalne naprezenie Sciskajace w kazdym poziomym przekroju
pnia bylo state, rowne maksymalnej wytrzymatosci drewna na $ciskanie, ktéra

oznaczymy symbolem oyax. Zatem, na podstawie (%), (+x) i (X¥) mamy
D H 2F(H — x)?
(o)) Omax = Os + Ozmax = m/@ T (t)dt‘FT(x)-

Dla wygody przeksztalcimy to réwnanie catkowe. Strony réwnosci

H 7T7"2£L' *522 T Omax *1'2
/m T2(t)dt: ( )( max — 2F7E_fz;(x) ) > — 5 TQ(LE) _ QF(H )

rézniczkujemy wzgledem x:
270 2F (H —x)?
2 max / /
— = — | 2(H — —_— .
r*(x) D r(x)r'(z) + Dr(x)( ( x) + " r'(z)
Po uporzadkowaniu dostajemy stad réwnanie rézniczkowe zwyczajne
Dr3(z) + 4F(H —
r'(r) = — r o) H ) r(z).
2O maxr(x) + 2F(H — x)?

Wtlaénie ono jest matematycznym modelem pnia. Jako ze bez dobrej nazwy
niepodobna dzi$ odniesé sukces, nazwalem je Rownaniem Mamutowca Kiciaka,
w skrécie RoMaK (gdyby w wyprowadzeniu nie bylo tylu uproszczen i watpliwych
zalozen, nie zawahalbym sie nazwaé¢ go Réwnaniem Prawdziwego Mamutowca).

RéMaK przepiszemy w postaci

dr3(z) + 4f(H — )
"~ 2mr3(z) + 2f (H — m)gr(:c),
w ktoérej d = D/0max, [ = F/0max- W ten sposéb zmniejszylismy liczbe
parametréw. Poszukiwane rozwiazania spelniaja warunek r(H) = 0. Niestety,
nie nadaje sie on na warunek poczatkowy — poszukujemy rozwiazan dodatnich
w przedziale [0, H), a funkcja zerowa spelnia R6MaK i ten warunek. Polecam uwadze
Czytelnikéw sprawdzenie (za pomoca reguly de I'Hospitala), ze dlad > 01i f >0
rozwiazanie niezerowe w otoczeniu H, takie ze r(H) = 0, musi mieé w otoczeniu H
nieograniczona pochodna; taka osobliwo$¢ ma np. znaleziona wczeéniej funkcja
C(H — )/, spelniajaca RéMaK z parametrem d = 0. Jedli o < H i 7(zo) > 0,
to funkcja r(z) jest dodatnia (i malejaca) w przedziale [zq, H).

r'(x) =

Bedziemy poszukiwaé rozwiazan numerycznie, przez rozwigzanie zagadnienia
poczatkowego dla RoMaK, przyjmujac warunek poczatkowy r(0) = rqg, gdzie

ro oznacza promien przekroju pnia przy ziemi. Parametry d i f nalezy dobraé
tak, aby funkcja r(x) jak najlepiej opisywala ksztalt pnia. W tym szalenstwie
jest metoda: jesli to sie uda, to, by¢ moze, dowiemy sie¢ czego$ o wartosciach tych
parametréw bez mierzenia ich (co mogloby byé bardzo trudne).

Aby numerycznie rozwiazywaé R6MaK, mozemy podzieli¢ przedzial [0, H|
na N czedci, kazda o dlugosci h = H/N, a nastepnie, majac dane rg, obliczaé
kolejno, dlai=0,...,N —1,

k1 = hg(ih,r;),

fo = hg((i+ Dhors + Eha),

ks =hg((i+ 3)h,ri + 3k2),

k4 = h'g((Z + ]-)hari + k3)7

rig1 =i + g (k1 + 2ka + 2ks + ka),
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Rys. 5

) Ocena ta jest niedoktadna; znacznie
poézniej znalaztem wyniki pomiaréw
przeprowadzonych w sierpniu 2012.
Pien mial wtedy wysoko$¢ 47,7 m
i obwéd 7,42 m na wysokosci 1,3 m.

gdzie

dy® +4f(H — x)
2my3 + 2f(H — a:)gy
Jest to tzw. metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu. Okresla ona ciag liczb r;,
przyblizajacych wartosci funkcji r(z) w punktach ih z dokladnoscia az nadto
wystarczajaca w tym zastosowaniu.

g(x,y) =

Jak wybiera¢ parametry f i d? Nie sa one niezalezne. Oznaczmy wielkosci
pomocnicze:

2f H? d [H#
n, = / T, Mg = —>5 r2(t) dt.
7T'7"0 7T7“0 0

Na podstawie ((%) musi by¢ n, + ns = 1; wielkosci te okreslaja udzialy

naprezen powodowanych przez zginanie i $ciskanie w maksymalnym naprezeniu
w przekroju pnia przy ziemi. Majac dane r¢ i H, mozemy wybraé¢ n, € (0,1),
obliczyé f = mrin,/(2H?), a nastepnie, rozwiazujac RéMaK dla réznych
wartosci parametru d, znalezé¢ taka jego warto$é, aby réwnosé n, + ns = 1 byla
spelniona. Mamy tu réwnanie nieliniowe z niewiadoma d, ktére mozna rozwiazaé
np. metoda bisekcji. Obliczajac ng, mozemy postuzy¢ sie wzorem przyblizonym

H H N-1
/0 r2(t)dt ~ ﬁ(rg +2 ; r? —i—r?\,)

(jest to tzw. zlozona kwadratura trapezéw).

Pora zatrudni¢ do obliczen komputer. Na podstawie zdjeé ocenitem *) wysokosé
drzewa na 35 m. Przy ziemi pien ma Srednice okolo 2,5 m, ale poniewaz okazalo
sie, ze model nie jest w stanie odtworzy¢ zgrubienia pnia na samym dole (o czym
dalej), przyjalem promien ro = 0,95 m. Wyniki obliczenr z N = 1000 dla kilku
wartosci parametru n, przedstawiaja wykresy na rysunku 5 i tabelka:

n, | ns | fm] |dm
0,05 | 0,95 | 5,49 10~ | 0,3722
0,1 |09 |1,10-10~4| 0,3084
02 |08 |219-10-4| 02371
0,4 |06 |4,39-107%| 0,1528

We wszystkich tych przypadkach bylo ry_1 > 0iry ~ 0 (jesli ry > 0, to
parametr d ma za malg warto$é¢). Wydaje sig, ze najlepsza zgodno$é z tym, co
widaé na zdjeciach (patrz strona 2; wiecej szczegdlow na www.deltami.edu.pl),
ma miejsce, gdy n, jest bliskie 0,1-0,2. Sugeruje to, ze naprezenia spowodowane
przez grawitacje osiagaja na dole pnia okolo 80-90% wytrzymalosci drewna,
a pozostate 10-20% to zapas na wypadek silnego wiatru. Na duzych
wysokosciach dominujg naprezenia powodowane przez zginanie.

x %

Wymyélajac zalozenia i wyprowadzajac z nich R6MaK, nie wiedzialem, co

z tego wyjdzie. Wyszlo niezle; ,nie wyszlo” tylko zgrubienie pnia tuz przy
ziemi. To oznacza, ze zalozenia nie opisuja poprawnie zjawisk zachodzacych

w tym miejscu pnia. Warto wiec jeszcze raz zastanowic sie nad nimi. Kora,
ktéra w dolnej czesci pnia jest bardzo gruba, nie przenosi obciazen tak samo jak
drewno, a przekroje pnia nie sg okragle i po obciazeniu nie pozostaja plaskie.
Drzewa nie rosng idealnie pionowo i nawet niewielkie odchylenie od pionu

(rzedu 1°) moze bardzo zmienié rozklad naprezen. Mozna tez zakwestionowaé
podstawowe zalozenie, ze maksymalne naprezenie na kazdej wysokosci jest

takie samo. Skutki ewentualnego zlamania pnia dla drzewa bylyby tym
powazniejsze, im nizej by to nastapilo — gdyby odtamat sie tylko czubek, to
drzewo nadal mogtoby zy¢ i wytwarza¢ nasiona. Z tego powodu prawdziwy pien
moze by¢ na dole dodatkowo wzmocniony, czyli grubszy, niz to wynika z modelu.
Niemniej mozna dobraé parametry modelu tak, aby funkcja r(z) spelniajaca
RoMaK calkiem dobrze opisywala ksztalt prawie calego pnia mamutowca. Ale
kto chce, moze uznaé, ze podobienstwo otrzymanego wyniku do choinki z Jasova
jest stabe, a to, co ten model opisuje, to nie zaden mamutowiec, tylko lipa.
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