M Gazeta Wyborcza, Wroctaw 2.11.2009.

®Zob. np. http://pl.wikipedia.org/
wiki/Real_time PCR , zob. tez hasta PCR,
RT-PCR, nested PCR.

(3)Carl W. Dieffenbach, Gabriela
S. Dveksler, PCR Primer: A Laboratory
Manual, New York 2003, s. 154.

D Wielkosci CFU/ml sg rzedu 102108,
dlatego tez przy okreslaniu doktadno$ci
testu podaje si¢ zazwyczaj logarytm
liczby CFU/ml.

(5)S. E. Ten Heuvel, H. J. Hoekstra,

A. J. Suurmeijer, Diagnostic Accuracy
of FISH and RT-PCR in 50 Routinely
Processed Synovial Sarcomas, Appl.
Immunohistochem. Mol. Morphol., 2008,
May, 16 (3), 246-250.
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Wzér Bayesa a Swinska grypa
Piotr DWORNICZAK "

Jesien 2009 roku. Na Ukrainie na poczatku listopada choruje na grype juz 200 000
0s6b. W kilkunastu przypadkach potwierdzono obecno$é wirusa A/HIN1, zwanego
potocznie wirusem swinskiej grypy. W Polsce narasta niepokdj. Potwierdzono
obecno$é tego wirusa u kilku oséb. Czy bedziemy mieli epidemie? Rzad uspokaja:
liczba zachorowan na grype nie roénie. Ile z tych zachorowan dotyczy swinskiej
grypy, doktadnie nie wiadomo, wykonuje si¢ testy na obecno$¢ wirusa. Z danych
Panstwowego Zakladu Higieny wynika, ze do 28 pazdziernika 2009 roku odnotowano
w Polsce 171 przypadkéw grypy typu A/HIN1. Giéwny Inspektorat Sanitarny

w specjalnym komunikacie nakazuje natychmiastowe zglaszanie sie do lekarza
wszystkim powracajacym z zagranicy, ktérzy maja goraczke, katar, bél gardta czy
béle miQéniowo—stawowe(l). Niepokoi¢ zaczynaja sie takze ci, ktérzy maja jakies z tych
objawéw, mimo ze za granica nie byli. Proszg lekarzy o zlecenia na badanie krwi pod
katem obecnodci wirusa. Po wywiadzie lekarskim najczesciej okazuje sie, ze nie ma
podstaw do takiego badania. Ale niepokdj zostaje. Niektérzy decyduja sie zrobié
badanie na swéj koszt.

Test i prawdopodobienstwo

Metoda, ktéra moze by¢ stosowana w celu wykrycia obecnosci wirusa, jest metoda
Real-time PCR (ang. Polymerase Chain Reaction)<2). Obecno$é materialu genetycznego
wiruséw jest uznawana za oznake zakazenia. Wielu ekspertow zgodnie uznaje, ze PCR
to najlepsza metoda umozliwiajaca monitoring chorych i majaca ogromna wartosé
diagnostyczna dla lekarza prowadzacego.

Niezaleznie od tego, jak dobra jest metoda, moga wystapi¢ przypadki btedu
wynikajacego, na przyktad, z jakosci materialu badawczego lub btedu operatora.

Dla poprawnego dziatania testu PCR wazna jest koncentracja drobnoustrojéw, liczona
najczesdciej w CFU/ml (ang. Colony Forming Units). Oczywiscie, im koncentracja jest
wigksza, tym wieksze jest prawdopodobienstwo, ze przeprowadzony test da poprawny
wynik. W ksiazce wprowadzajacej w te technike autorzy podajq<3), ze badania nad
pierwotniakiem Cryptosporidium parvum pozwolity uzyskaé¢ prawdopodobienstwo
poprawnego wyniku rzedu 95% dla logarytmu dziesiQtnegO(4) CFU/ml wynoszacego
okoto 4,5. Przy koncentracji dziesigciokrotnie mniejszej prawdopodobienstwo wynosi
okoto 75%, natomiast przy 100-krotnie mniejszej tylko okoto 30%. Trudno jest

przy jednokrotnym stosowaniu metody uzyskaé¢ prawdopodobienstwo rzedu 99%,
niezaleznie od koncentracji. Oczywiscie, przy wykonaniu wiekszej liczby niezaleznych
testéw prawdopodobienstwo wykrycia istniejacego w probce pierwotniaka wzrasta.
Pewne badania(® dotyczace komoérek nowotworowych pokazuja zgodnosé testu ze
stanem faktycznym ponizej 95%. Dla wiruséw ocena CFU lub podobna nie jest
przeprowadzana, nie ma bowiem praktycznej mozliwosci stwierdzenia, jakie jest

ich stezenie, gdyz mikroskopy nie zauwazaja tak matych organizméw, a wirusy

nie tworza kolonii. Gdyby bardzo optymistycznie przyjaé¢ zgodnoéé testu réwna 99,9%,
oznaczaloby to, ze jest bardzo wysoka. Znaczy to tez, ze srednio test mylilby sie raz na
1000 razy lub, innymi stowy, ze wyznaczone czestosciowo prawdopodobienstwo, iz test
da wynik zgodny z rzeczywistoscia, wynosi 0,999.

Wzér Bayesa

Thomas Bayes, osiemnastowieczny matematyk angielski, zapewne nie przypuszczal,
ze podany przez niego wzér, nazywany dzis wzorem Bayesa, stosowany bedzie
powszechnie w statystyce i przyczyni sie cho¢by do rozwoju wspotczesnego

rynku finansowego (wycena instrumentéw pochodnych). Wzér ten zwiazany jest

z pojeciem prawdopodobienstwa catkowitego, czyli prawdopodobienstwa wystgpienia
zdarzenia, ktére moze zajs¢ po uprzednim zajsciu pewnych warunkéw. Formalnie

o prawdopodobienstwie catkowitym moéwi ponizsze twierdzenie.

Jezeli A jest dowolnym zdarzeniem, B1, Ba, ..., B, za$ sq zdarzeniami

(a) wykluczajacymi sie parami, tzn. B; N B; = 0 dla i # j,

(b) o dodatnich prawdopodobieristwach zajscia, tzn. P(B;) >0 dla i =1,2,...,n,
(¢c) takimi, Ze ich suma jest zdarzeniem pewnym, tzn. B1 U B2 U...U B, =Q,

to prawdopodobienstwo (nazywane calkowitym) zajscia zdarzenia A okreslone jest
rownoscig

() P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + ...+ P(Bn)P(A|B).
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Rozwigzanie zadania M 1295.
Oznaczmy przez P’ punkt przeciecia
prostych AD i QR. Nalezy dowiesé, ze
P=PF.

Rozpatrzmy okrag o $rednicy AD.
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Okrag ten przechodzi przez punkty

Q i R. Korzystajac zatem z twierdzenia
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(6)Przez dokladnoéé lub poprawno$é testu

(ang. accuracy) rozumie si¢ zgodnosé
wyniku testu z rzeczywisto$cig.

(7)Prop0nuj§, aby Czytelnik sprébowat
odpowiedzieé¢ (bez rachunkéw!) na to
pytanie.
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Twierdzenie to w skrétowej formie mozna wypowiedzie¢ nastepujaco: jezeli skutek A
moze nastapi¢ po zaistnieniu jednej z jedynie mozliwych, wykluczajacych si¢ przyczyn
Bi1, Bs, ..., By, to prawdopodobienstwo zaj$cia skutku A wyraza sie wzorem (x).

7 powyzszego twierdzenia wynika kolejne, nazywane twierdzeniem Bayesa.

Jezeli A jest zdarzeniem o dodatnim prawdopodobienstwie, a zdarzenia B, Ba, . ..
spelniajq warunki (a), (b) i (c) poprzedniego twierdzenia, to prawdopodobienstwo
warunkowe P(B;|A) zdarzenia B; pod warunkiem A okreslone jest réwnoscig
P(Bi)P(AIB')
) (AIB) + P(B) P(AIB2) +

5 Bn

P(Bi|A) =

P(By)P ..+ P(Bn)P(A|B,)"

Mozna to wypowiedzieé¢ nastepujaco: jezeli skutek A wystapil po zaistnieniu

jednej z jedynie mozliwych, wykluczajacych sie przyczyn Bi, Ba, ..., By, to
prawdopodobienistwo tego, ze przyczyna zajscia skutku A byta przyczyna B;, wyraza
sie¢ wzorem ().

Twierdzenie Bayesa okresla zatem prawdopodobienstwo przyczyny, gdy wiemy, ze
nastapil pewien skutek mozliwy do spowodowania przez nia.

Myslenie racjonalne

W potowie XVI wieku w pracach Cardano pojawito sie prawdopodobienistwo
zdefiniowane jako proporcja — czyli iloraz — liczby zdarzen sprzyjajacych zaj$ciu
badanego zdarzenia do liczby wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych (tych, ktére
moga wystapi¢ w danym doswiadczeniu). Pojecie to rozwiniete zostalo w XVII wieku
w pracach Bernoulliego, Fermata i Pascala, a pdzniej byto badane przez Laplace’a.
Witedy tez dla oszacowania mozliwosci wygranych w grach losowych zaczeto wyznaczaé
prawdopodobienstwa i wielko$ci nazywane dzi§ wartosciami oczekiwanymi zmiennych
losowych. Do czasu pojawienia si¢ w potowie XIX wieku teorii uzytecznosci Gossena
szacowanie mozliwosci bylo traktowane jako najbardziej prawidlowy, pod wzgledem
naukowym, sposéb racjonalnego rozwigzywania problemu wyboru w warunkach

ryzyka. Tak pojmowana racjonalno$¢ przyjmuje réwniez, ze rozpatrujac mozliwosé
wystapienia przyczyny, gdy zaistnial pewien skutek, powinnismy wykorzystywac

wzér Bayesa.

Badania przesiewowe, mys$lenie codzienne i rachunki

Grypa jest niebezpieczna, a skoro istniejg testy wykrywajace wirusa, to czy nie warto
zrobié¢ powszechnych badan na jego obecnosé?

Badanie przesiewowe to w medycynie rodzaj powszechnego badania, ktére wykonuje sie
w populacji lub tylko w tzw. grupach wysokiego ryzyka. Celem badania jest wykrycie
choroby, ustalenie liczby lub frakcji chorych i umozliwienie zastosowania odpowiedniej
terapii. W przypadku pozytywnego wyniku badania przesiewowego choroba musi by¢
potwierdzona innymi metodami diagnostycznymi. Oczywiscie, badania sg obarczone
btedem. Zarzuca sie im ponadto ,uspokojenie” pacjentéw z ujemnym wynikiem testu,
mimo ze tak naprawde sg chorzy. Testy uzywane w badaniach powinny wykazywacé sie
wysoka dokltadnoscia(®.

Gdyby wykona¢ badanie przesiewowe, to jak bardzo nalezy sie przejmowaé
w konkretnym przypadku jego wynikiem?

W listopadzie 2009 r. przeprowadzitem badanie ankietowe 175 studentéw uczelni
ekonomicznej. Zadatem im pytanie jak poniZejm.

W Polsce coraz wiecej mowi sie o tzw. swinskiej grypie. Robione sq testy potwierdzajqce
obecnos$é wirusa AJ/HIN1. Testy te sq bardzo dokladne. Pomylka zachodzi raz na
1000 razy. Zalézmy, zZe w Polsce, ktéra ma 38 min mieszkaricow, jest 200 0séb
chorych na Swinskq grype (dotychczas taczna liczba takich przypadkdéw wynosita 171).
Wybrano losowo jedng osobe. Test wykryl obecno$é wirusa A/HINL. Jak oceniasz
prawdopodobieristwo, Ze ta osoba jest rzeczywiscie chora?

Czy jest to raczej malo prawdopodobne

(1° ponizej 0,01, 2° miedzy 0,01 a 0,1, 3° miedzy 0,1 a 0,5),

czy raczej bardzo prawdopodobne

(4° miedzy 0,5 a 0,7, 5° miedzy 0,7 a 0,9, 6° powyzej 0,9)7

Prosze o zaznaczenie jednej odpowiedzi.

Liczba twierdzacych odpowiedzi dla poszczegblnych punktéw byta nastepujaca:
1° 53, 2° 43, 3° 19, 4° 11, 5° 19, 6° 30,
co dla zobrazowania wygodnie jest przedstawié¢ na wykresie.
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(®)Zob. np. D. Kahneman, A. Tversky,
Subjective probability: A judgment of
representativeness, Cognitive Psychology
3 (1973), ss. 430-454; A. Tversky, Features
of similarity, Psychological Review 84
(1977), ss. 327-352; cytowane w bardzo
dobrej ksigzce T. Tyszki (red.), Psychologia
ekonomiczna, GWP, Gdansk 2004.

(Q)Zauwazmy, ze osoby ankietowane sg
studentami kierunkéw ekonomicznych.
Uwazam, ze gdyby poddacé
eksperymentowi losowo wybrang grupe
0s6b z Polski, wyniki swiadczylyby

0 jeszcze gorszym szacowaniu
prawdopodobienstw.

w7
ﬂ{ oﬁw’%ﬁ

A0A Twoja odpowiedz, Czytelniku?

(1 0d kilku godzin do okolo 2 dni
w zalezno$ci od temperatury, wilgotnosci
i podtoza.

Widaé tu preferowanie odpowiedzi skrajnych (1° + 6°) — tacznie ponad 47%.
Odpowiedz pierwsza wybrato 30% ankietowanych i zblizong odpowiedz druga

prawie 25%, co razem daje prawie 55% ankietowanych. Oznacza to, ze wéréd badanych
mniej wiecej co druga osoba uznala, ze opisane zdarzenie jest mato prawdopodobne.
Stosunkowo duzy procent odpowiedzi 6° moze swiadczyé o tym, ze ankietowani

w odpowiedzi kierowali si¢ jedynie wysoka wiarygodnoscia testu, lekcewazac informacje
statystyczna, mowiaca o tym, ze niezmiernie mate jest prawdopodobienstwo spotkania
osoby chorej. Czy taki rozktad odpowiedzi nalezy uznaé za dziwny? Raczej nie.

Wyniki eksperymentu zgadzaja sie z badaniami® Tversky’ego oraz Tversky’ego

i Kahnemana, na podstawie ktorych badacze doszli do wniosku, ze ludzie zazwyczaj
nie kierujg sie w wyborach regutami wynikajacymi z probabilistycznej natury zjawiska.
O ile bez obliczen jest w oczywisty sposéb dosé trudno poda¢ w miare doktadna
liczbowa ocene prawdopodobienstwa, o tyle stwierdzenie, czy zdarzenie jest raczej
mato prawdopodobne, czy raczej bardzo prawdopodobne, powinno byé¢ dokonane

w przewazajacej wiekszosci w sposéb wlasciwy. W przeprowadzonym badaniu jest

tak w stosunku 115:60. Oznacza to, ze prawie co trzecia osoba diametralnie mylila sie
w ocenie — zaraz zobaczymy, jak bardzo®

Sprébujmy zatem pomysle¢ o badaniach przesiewowych w kontekscie rachunku
prawdopodobienstwa, przechodzac do ,racjonalnego” myslenia i wzoru Bayesa.

Zatézmy, ze Polska ma 38 000 000 mieszkancéw, z ktoérych 200 jest chorych na
$winska grype. Gdyby$my wybrali losowo jedna osobe, to prawdopodobienistwo
tego, ze jest ona chora, wynosi 200/38000000, czyli w przyblizeniu 0,0000053.
Oczywiscie, prawdopodobienstwo tego, ze nie jest chora, wynosi 1 — 0,0000053, czyli
0,9999947. Przyjmijmy, ze test wykazal obecnos¢ wirusa. Zastanéwmy sie, jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze pacjent, u ktérego stwierdzono obecnos$é wirusa, jest
rzeczywiscie chory.

Skutkiem w naszym do$wiadczeniu jest stwierdzenie, ze pacjent jest chory. Pytamy
o prawdopodobienistwo, ze istotnie tak jest. Oznaczajac przez A zdarzenie, ze
u pacjenta stwierdzono obecno$¢ wirusa A/HI1N1, natomiast przez Bi i Bs
odpowiednio zdarzenia, ze pacjent jest chory, oraz ze chory nie jest, zgodnie ze
wzorem (%) otrzymujemy
0,999 - 0,0000053 N

P(B1]4) = 0,999 - 0,0000053 + 0,001 - 0,9999947 ~ 0,005.
Powyzszy wynik oznacza, ze przy losowo wybranej osobie prawdopodobienistwo
zdarzenia, ze ma ona istotnie $winska grype, mimo iz test na obecnos¢ wirusa dat
rezultat pozytywny, jest mate. Dzieje si¢ tak mimo wielkiej doktadnosci testu!
Przypomnijmy, ze w badaniu ankietowym odpowiedz te (tzn. okoto 0,005) wybrato
30% ankietowanych, a zblizong odpowiedz druga prawie 25% pytanych. Oznacza to,
ze wsrod badanych mniej wiecej co druga osoba podala wynik zblizony do obliczonego
ze wzoru Bayesa.

A juz poza ankietg — jak byloby, gdyby wynik testu byl negatywny? Oznaczajac
przez A’ zdarzenie przeciwne do A (tzn. zdarzenie, ze wynik testu jest negatywny),
mozna obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia, ze osoba jest chora, mimo ze wynik
testu jest negatywny. Otrzymujemy wtedy
0,001 - 0,0000053
P(Bi|A) = 0,001 - 0,0000053 + 0,999 - 0,9999947 * 0,000000005.
Oznacza to, ze jesli wynik testu jest negatywny, to osoba testowana prawie na pewno

rzeczywiscie nie ma $winskiej grypy.

Skad wobec tego takie odpowiedzi ankietowanych(m)? Dlaczego nie mys$limy
kategoriami prawdopodobienstwa? Ulegamy panice? Moze troche. Dlaczego

tak jest? By¢ moze dlatego, ze lepiej spanikowaé i ucieka¢ nawet przed mato
prawdopodobnym nieszczeéciem, niz skazaé si¢ na prawie niemozliwa, ale bardzo
niekorzystnag sytuacje. Co ma robié¢ spoteczenstwo? Opinia publiczna wymusza czasem
na politykach pewne decyzje. Bywa, ze decyzji tych nie mozna zaliczy¢ do racjonalnych
w sensie probabilistycznym. Dotychczas nie notuje si¢ w mediach propozycji badan
przesiewowych populacji. I bardzo dobrze, gdyz z rachunkéw wynika, ze obarczone

sg wielkim btedem. Mimo duzej doktadnosci testu jego wynik, jakikolwiek by nie byt,
niesie ze sobg malto informacji o przyczynie. A koszty sa niemate.

Co robié, aby unikngé groznej choroby? Stosowaé sie do takich samych zalecen
jak w przypadku innych choréb zakaznych — unikaé¢ kontaktu z chorymi, stosowaé
podstawowe zasady higieny i cieszy¢ sie, ze wirusy grypy doéé¢ szybko gina poza
organizmem nosiciela lub chorego™?, a my mamy przed nimi naturalng obrone.
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