* Uniwersytet im. Adama Mickiewicza
w Poznaniu, z inicjatywy Oddziatu
Poznanskiego PTM

Zachecamy do aktywnego czytania —
wigkszo$¢ przeksztalcen mozna zbadaé
empirycznie, wystarcza cztery kawalki
sznurka.

Autorka nie prébuje tutaj definiowad
normalnosci, toz to sprawa konieczna do
rozwazenia przez filozoféw, jednak
roboczo zalézmy, ze przez normalnosé
rozumieé¢ bedziemy cztowieka
nieskazonego wiedza z zakresu wyzszej
matematyki.
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Rys. 1. Przykladowy warkocz
geometryczny

Grupa to jedno z fundamentalnych pojeé
w matematyce. Przesledzimy je na
przykladzie zbioru liczb rzeczywistych bez
zera. Zbiér wraz z dzialaniem (u nas
mnozeniem) nazywamy grupa, gdy
wskazane dziatanie jest laczne, czyli
a(bc) = (ab)c, oraz istnieja w nim
szczegblne elementy: element neutralny

i dla kazdego elementu mozna wskazac
element odwrotny (dla liczby a
odwrotnoscia jest 1/a). Wiecej o grupach

mozna przeczytaé np. w Ag.

Nieuczesane mysli topologa
Agnieszka STELMASZYK-SMIERZCHALSKA*

W salonie fryzjerskim siedzi matematyk, obok lezy polyskujgca para nozyczek,
mnostwo szczotek i innych sprzetow. Matematyk nerwowo wierci sie w fotelu —
przecieZ nie od dzis wie, zZe sfery zaczesac sie nie da. Fryzjer intuicyjnie siega
po nozyczki, szalejgce nad czolem rozmaito$ci nie rokujg zbyt dobrze. Niechetny
rozspdjnieniu klient wpada na pomyst — warkocz bedzie idealny!

U progu XX wieku Emil Artin wprowadzil do topologii dziedzine (pozornie)
blisko zwiazang z codziennoscia. Teoria warkoczy znajduje zastosowanie miedzy
innymi w biologii i kryptografii oraz w teorii weztéw. Artykut ten stanowi
zaproszenie do elementarnych rozwazan nad tym zagadnieniem, przedstawiajac
niezbedne definicje i fakty dotyczace struktury grup warkoczy oraz klasyczne
algorytmy czesania.

Czym jest warkocz dla matematyka?

Dla ,normalnego” czlowieka warkocz stanowia zaplecione pasma wloséw,
sznurkéw itp. Dla wygody (i z empirycznego doswiadczenia) wprowadzamy
pewne uproszczenia — rozwazamy n-pasmowe warkocze umieszczone wewnatrz
walca, a konce zaczepione sa w réznych punktach podstaw. Zakladamy, ze
wszelkie przeplecenia odbywaja sie wewnatrz ,,tuby”, w zadnym punkcie dwa
pasma nie tacza si¢ w jedno (nie przecinaja si¢) i nie moga zawraca¢. Nie ma
tez obawy, ze ustalona dlugo$é pasm i skomplikowanie przeplecen spowoduje, ze
ktéres nie dotrze do punktu zaczepienia koncéw — topologia to w uproszczeniu
,gietka geometria” i nie ma problemu z rozciaganiem pasm.

Tak wiec wybieramy po n punktéw na podstawach walca (utozonego
w poziomie), powiedzmy p1, pa, ..., p, na lewej podstawie oraz ¢, qa, ..., qn
na prawej podstawie. Rozpoczynajac od punktéw p;, odbywa si¢ splot az do
punktéw zaczepienia ¢;. Fachowo, warkoczem geometrycznym [ nazywamy
uklad (ciag) gietkich pasm (formalnie: wykreséw funkcji), ktore zaplataja sie
wewnatrz walca, tak jak na rysunku 1.
Warto zwrécié¢ uwage na zachowanie pasm na podstawach walca. Przypusémy, ze
pasmo zaczynajace sie¢ w punkcie p; na lewej podstawie, konczy sie¢ w punkcie g4
na prawej podstawie itd. Wowczas polaczenia miedzy podstawami mozemy
zapisaé jako
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Widzimy, ze warkocz definiuje przyporzadkowanie liczbom ze zbioru {1,2,...,n}
liczby z tego samego zbioru (niekoniecznie inne). Przyporzadkowania
(réznowarto$ciowe) opisujace przestawienia/przetasowania liczb nazywa sie
permutacjami. Permutacje pochodzaca od warkocza 8 nazywamy permutacjg
indukowang przez ten warkocz.

Dwakro¢ zapleciony ,taki sam” warkocz (mimo usilnych checi czeszacego)
zawsze wyglada odrobine inaczej. Fakt, ze mozemy uzy¢ okreslenia ,taki sam”,
pozwala nam wnioskowaé, ze niektore warkocze reprezentuja ten sam ,rodzaj”
warkocza (chociazby klos, francuz czy warkocz klasyczny tréjpasmowy). Dwa
warkocze uznamy za réwnowazne, jesli jeden powstaje z drugiego poprzez
powyginanie pasm z zaczepionymi nieruchomo koricami. Stad indukowana
permutacja jest ustalona dla konkretnej klasy rownowaznych warkoczy.

Struktura grupy

7 warkoczami, poprzez permutacje indukowane, nieodtacznie zwigzana jest
grupa permutacji. Grupg permutacji S, nazywamy zbiér permutacji na n
elementach wraz z dziataniem sktadania, ktéremu przyjrzymy sie na przykladzie
grupy Ss, czyli
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Rys. 2. Zlozenie warkoczy o i T

Twierdzenie. Zbiér warkoczy na
n-pasmach wraz z dziataniem sktadania
tworzy grupe (oznaczang B, ). Grupa ta
nie jest przemienna.

Odwzorowanie grup f : B, — Sy,
przypisujace kazdemu warkoczowi jego
permutacje indukowana, spelnia warunek
flaxb) = f(a)- f(b) dla a, b € B,,.
Odwzorowanie o tej wlasnosci nazywamy
homomorfizmem.
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Rys. 3. Warkocz o; i odwrotny afl
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Rys. 4. Warkocz 051
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Rys. 5. Zamiana kolejnosci pierwszych
dwéch skrzyzowani (liczac od lewej) daje
réwnowazny warkocz
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Rys. 6. Przeploty pasm niezaleznych —
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Rys. 7. Przeploty sasiednich pasm —
zamiana
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Pozostaje jeszcze zastanowié sie, jak

. (1
Role elementu neutralnego peini (1 2 3>

uzyskaé¢ wynik ztozenia <3 2 3) . (; ; “Z’) (é ? g)‘? Zaczynamy od wewnetrznej

permutacji, ktéra przesyta 1 — 2, z kolei zewnetrzna 2 — 2, wiec taczac te dwa
warunki, dostajemy w wyniku 1 — 2. Podobnie postepujac z 2 i 3, uzyskujemy
permutacje konicowa. Warto zwrdci¢ uwage, ze zamieniajac permutacje

- . . . . 123 123 123 -
miejscami, dostajemy inny wynik: (2 3 1) . (3 5 1) = (1 3 2). Oczywiscie dla
kazdej permutacji z S3 mozemy znalezé permutacje odwrotna, co pokazuje, ze
Ss ma strukture grupy.

Podobnie jak w przypadku permutacji, w zbiorze warkoczy na okreslonej

liczbie pasm wprowadzamy dziatanie sktadania warkoczy. Intuicyjnie mozna

je rozumiec¢ jako przedluzenie jednego warkocza drugim poprzez zwigzanie pasm.
Wyobrazmy sobie dwa identyczne walce z warkoczami wewnatrz o ustalonej
liczbie pasm. Przyjmijmy, ze konce pierwszego warkocza i poczatki drugiego
wystepuja doktadnie w tych samych miejscach na podstawach. Zestawiamy te
walce tak, aby wskazane punkty sie spotkaly, i sklejamy pasma na styku. Mamy
wiec walec o podwdjnej dtugosci ze zwiazanymi dwoma warkoczami. Znéw
mamy twoér spelniajacy definicje warkocza geometrycznego, a tym samym wynik
dziatania, co wida¢ na rysunku 2.

Nietrudno zauwazy¢, ze takie okreslenie spelnia aksjomaty grupy: zachodzi
taczno$é, mamy warkocz neutralny o prostych pasmach i dla kazdego warkocza
mozemy wskaza¢ warkocz do niego odwrotny — odbicie lustrzane.

Zauwazmy réwniez, ze permutacja indukowang przez ztozenie warkoczy jest
ztozenie odpowiednich permutacji. Przykladowo, na rysunku 2 pierwszy

z warkoczy indukuje permutacje <4 3 ‘1’ 2), zas drugi G g Z g) Ich zlozenie

to (; i f ;), czyli permutacja wyniku. Warto réwniez zwroci¢é uwage na to,
ze zlozenie powyzszych permutacji w odwrotnej kolejnosci da inny wynik. To
pokazuje, ze zlozenie warkoczy o * 7 nie bedzie tym samym co 7 x .

Zapiszmy to slowami!

Aby usystematyzowaé opis warkoczy, wprowadza sie tak zwane warkocze
elementarne, czyli ,cegietki” budulcowe kazdego warkocza. Precyzyjniej,
warkoczem elementarnym o; nazywamy warkocz, w ktérym wystepuje tylko
jedno przeplecenie: (i + 1)-sze pasmo przecina i-te (przechodzac ponad nim),

a pozostale pasma pozostaja proste (rys. 3). Jego odwrotnoscia 0;1 jest warkocz
elementarny, w ktérym i-te pasmo przechodzi ponad (i + 1)-szym. Odpowiednio
wrozluzniajac” sploty, mozemy podzieli¢ dowolny warkocz na segmenty, w ktérych
wystepuje tylko jedno przetozenie pasm odpowiadajace konkretnemu warkoczowi
elementarnemu (przyktad na rysunku 4). Kazdy warkocz mozemy zatem
przedstawié jako zlozenie (polaczenie) warkoczy elementarnych. Taki opis (ktéry
nazywamy sfowem) niestety nie jest jednoznaczny. Zastanéwmy sie, czy warkocz
z rysunku 5 ,bardzo” sie zmieni, jesli zamiast poczatkowego przelozenia pasm
trzeciego i czwartego (od dotu) wykonaé je najpierw na pasmie pierwszym

i drugim? Biorac pod uwage gietkosé i ciagliwosé, zmiana nie bedzie istotna.

Jak zatem sprawdzi¢, kiedy rézne slowa opisuja ten sam warkocz? Problem ten
rozstrzyga twierdzenie zaproponowane przez Artina i Magnusa. Wyrdznia ono
trzy typy niejednoznacznosci zapisu warkoczy:

(a) Ztozenie warkoczy elementarnych o; * o; ! L% o, jest réwnowazne
warkoczowi neutralnemu.

(b) Jesli w warkoczach elementarnych o, oraz o; przeplecenia wystepuja

na niezaleznych pasmach, tzn. |i — j| > 1, wéwczas warkocz o; * 0 jest

réwnowazny warkoczowi o; * o; (przyklad na rysunku 6).

W przypadku gdy przeplecenia w warkoczach elementarnych o; oraz o;

maja jedno wspélne pasmo (czyli j =i+ 1), to warkocz o; * 0 * 0; jest

réwnowazny o; * 0; * 04, co wida¢ na rysunku 7.

oraz o;

()

Wspomniane twierdzenie orzeka, ze jesli dwa stowa koduja ten sam warkocz, to
jedno z nich mozna uzyskaé z drugiego poprzez zastosowanie operacji (a)—(c).
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Przedstawione algorytmy sa dalekie od

optymalnych dla komputera i w praktyce

raczej ustepuja miejsca innym.
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Rys. 8. Warkocze: 3 (z lewej) i y1

(z prawej)
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Rys. 9. Warkocz an

X L
Dod

-
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Rys. 11. Posta¢ normalna warkocza 3
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Rys. 12. Warkocz zawierajacy raczke
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Rys. 13. Raczka (na trzecim padmie)

przed (po lewej) i po redukcji (po prawej)

Niestety twierdzenie to nie daje algorytmicznej formuly na rozwiazanie tego
zadania.

Problem stéw — algorytmy

Czasem codziennos¢ wymusza od nas syzyfowa prace rozplatywania réznych
rzeczy, chociazby kabli. W przypadku warkoczy orzeczenie, czy by¢ moze
skomplikowana platanina rzeczywiscie co$ splotta czy nie, jest zagadnieniem

z kombinatorycznej teorii grup zwanym problemem stow. W dalszej czesci
przyjrzymy sie metodom rozstrzygania go. Ograniczymy nasza uwage do
warkoczy czystych, czyli takich, ktére indukuja permutacje identycznosciowsa
(tzn. nie zmieniaja ukladu konicéw). Innych warkoczy nie ma sensu rozpatrywad,
poniewaz nie mogg by¢ rownowazne z neutralnym.

W 1926 roku ukazal sie artykul Emila Artina ,, Theorie der Zopfe”, w ktérym
przedstawil on algorytm ,czesania” (porzadkowania kolejnosci przeplecen)
warkoczy. Wezmy warkocz czysty 5 o n pasmach i rozczeszmy go w nastepujacy
sposdb:

1. Tworzymy kopie warkocza f i usuwamy z niej pierwsze pasmo od gory,
zastepujac je prostym. Otrzymany w ten sposéb warkocz nazywamy v,
(rys. 8).
2. Rozwazmy zlozenie a1 = S * ;' (rys. 9). Gdybyémy zabrali pierwsze od
gbry pasmo z a1, to pozostale pasma moglibySmy rozplata¢. W tej sytuacji,
postugujac sie operacjami (a)—(c), mozemy doprowadzi¢ a; do réwnowaznej
postaci, w ktérej w kazdym przepleceniu bierze udzial pierwsze pasmo
(rys. 10). Nasz wyjsciowy warkocz mozemy zapisaé jako 8 = ay * v,. Wowcezas
w jego pierwszej czesci () w kazdym przepleceniu bierze udzial pierwsze
pasmo i nie bierze ono udzialu w zadnym przepleceniu pozostatej czesci
warkocza.
Procedure opisana w krokach 1 i 2 powtarzamy dla warkocza ~;.
4. Po odpowiedniej liczbie powtorzen otrzymujemy rozklad 8 = aq * ... * ay_1,
w ktérym kazdy z segmentéw «; jest ,wyczesany” (tzn. w jego przepleceniach
bierze udzial tylko i-te pasmo od géry, rys. 11).

e

Tak uzyskany ,,wyczesany” rozklad nazywamy postacig normalng. Dla kazdego
warkocza istnieje dokladnie jeden ,wyczesany” warkocz, w ktérym wszystkie «;
sg zredukowane zgodnie z relacjami. Jak tatwo si¢ domysli¢, badany warkocz jest
réwnowazny neutralnemu wtedy i tylko wtedy, gdy po czesaniu jest neutralny
(ma proste pasma).

Przyjrzymy sie teraz drugiej metodzie rozstrzygania problemu stéw w grupie
warkoczy, zaproponowanej przez Patricka Dehornoya w 1997 roku. Redukcja
rgczek polega na wskazaniu podwarkoczy okreslonego typu, tzw. raczek, ktore
stopniowo opuszczane za pomoca pewnego odwzorowania (homomorfizmu)
rozplataja warkocz, a tym samym pozwalaja na sprawdzenie jego neutralnosci.
Formalnie, rgczkqg nazywamy podwarkocz postaci of * z * o; ¢, gdzie e = %1,

a x zlozony jest tylko z generatorow O’;tl przy j < i, rysunek 12 tlumaczy
nazwe. Podobnie jak poprzednio, bedziemy rozpatrywaé warkocze czyste.
Przesuwajac si¢ od poczatku warkocza po lewej znajdujemy pierwsza raczke

i opuszczamy ja (rys. 13). W otrzymanym warkoczu réwniez szukamy raczki
itd., az do wyczerpania dostepnych raczek. W zaleznosci od tego, czy koncowy
warkocz jest neutralny czy tez nie, dostajemy odpowiedz. Nie ma obawy, Ze
zmienimy warkocz w trakcie przeprowadzania redukcji, poniewaz korzystamy
tylko z operacji dozwolonych (wskazanych przez twierdzenie Artina i Magnusa).
7 algorytmicznego punktu widzenia sytuacja réwniez jest dobra, poniewaz
algorytm redukcji nigdy sie nie zapetli.

Imponujgcy warkocz podskakuje w rytm przytupow — wybor krawata to nie

btaha sprawa. Sprzedawca pokazuje kolejno rézne modele, jednak matematyk
nieustannie obserwuje zwinnie tworzone wezly, do Windsora kolejno dotgcza
four-in-hand, eldredge i Shelby. .. Wreszcie kupuje siedem z nich — nie tylko dla
urozmaicenia dni, ale ¢ zabawy. Skoro da sie opisaé warkocze, to czemu by nie
sprobowad z wezlami?
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