Zbiér domkniety
i zbiér otwarty
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Rozwazmy podzbiér plaszczyzny ze
zwykla metryka euklidesowa. Zbiér E jest
otwarty (przerywana linia nie nalezy do
tego zbioru) — dla kazdego punktu z tego
zbioru mozna dobraé¢ odpowiedni promien
tak, zeby kula w tym punkcie w calosci
byla zawarta w zbiorze E. Zbiér D nie
jest otwarty (zawiera punkty na brzegu) —
kula o Srodku na brzegu tego zbioru

i dodatnim promieniu nie bedzie zawarta
z tym zbiorze.

Rozwazmy przestrzen Y skladajaca sie

z punktéw prostej rzeczywistej

o wspolrzednych %, dla kazdej liczby
riaturalnej n. Odlegtos¢ migdzy punktami

=i % to po prostu modut ich réznicy

|+ — L|. Ta przestrzen, mimo ze
odlegtosci miedzy jej punktami sg
dowolnie male, takze jest dyskretna. Dla
dowolnego punktu % kula o Srodku w %
i promieniu mniejszym od % — ﬁ nie
zawiera punktéw przestrzeni Yl, poza

srodkiem kuli, czyli punktem --.

Niech (X, p1), (X, p2) beda przestrzeniami
metrycznymi. Metryki p1, p2 nazywa sie
réwnowaznymi, jezeli granice dowolnych
ciggdéw sg identyczne z uzyciem obu tych
metryk.

W przestrzeniach metrycznych prawdziwe sa rézne twierdzenia o ciagach
zbieznych i funkcjach ciaglych. Mozna je dowodzi¢ tylko raz, zamiast w kazdym
przypadku osobno. W istocie rzeczy nie zostaly one wymyslone, lecz odkryte.
Pojawialy sie w dowodach réznych twierdzen, np. o istnieniu rozwiazan réwnan
algebraicznych, funkcyjnych, rézniczkowych — i w koncu podano definicje ogdlna.

Przestrzeniami metrycznymi sg takze butelka Kleina, przestrzenie rzutowe,
przestrzenie fobaczewskiego i wiele, wiele innych.
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Przypusémy, ze (X, p) jest przestrzenig metryczng, czyli zbiorem X, w ktérym
mozemy mierzy¢ odlegto$é miedzy punktami tego zbioru. W przestrzeni
metrycznej mozemy zdefiniowaé pojecie zbioru otwartego i domknietego.
Zacznijmy od przykltadu podzbioréw plaszczyzny ze zwykla, szkolna metryka
euklidesowa. Rozwazmy trzy podzbiory: A = {(z,y) € R?: 22 +y? < 1},
B={(z,y) e R*: 22 +y* < 1},C = {(z,y) € R?: 22 + y> < 1} \ {(0,0)}.

Widzimy, ze zbiér A rézni si¢ od zbioréw B i C tym, ze ,nic nie brakuje na
brzegu”. Uscislenie ,niczego nie brakuje” jest nastepujace: jezeli ciag punktéw
P1, P2, - .. zbioru A jest zbiezny do punktu p plaszczyzny, to punkt p réwniez
nalezy do zbioru A. Zbiory B i C' nie maja tej wlasnosci. W zbiorze C' na
przyklad ciag punktéw (1,0),(3,0),..., (£,0),... jest zbiezny do punktu (0,0),
ale ten do zbioru C nie nalezy. W przypadku zbioru B kazdy punkt plaszczyzny
nalezacy do okregu {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} jest granicg pewnego zbieznego
ciggu punktéw zbioru B, ale do zbioru B nie nalezy. Powiemy, ze zbiér A jest
domkniety, a zbiory B i C' domknigte nie sg.

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczna. Powiemy, ze podzbiér
U C X jest domkniety w przestrzeni X, jezeli dla kazdego zbieznego ciagu
punktéw zbioru U jego granica takze nalezy do U.

Definicja. Niech (X, p) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze podzbiér
U C X jest otwarty w przestrzeni X, jezeli zbiér X \ U jest domkniety.

W powyzszym przykladzie zbiér A jest domkniety, ale nie jest otwarty, zbiér B
nie jest domkniety, ale jest otwarty, za$ zbiér C nie jest ani otwarty, ani
domkniety na plaszczyznie euklidesowe;j.

W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, p) mozemy zdefiniowaé pojecie

kuli o srodku w punkcie z i promieniu 7 — jest to po prostu zbiér punktéw
przestrzeni X odleglych od = o $cidle mniej niz r. Zauwazmy, ze podzbior U C X
przestrzeni metrycznej (X, p) jest otwarty, jezeli dla kazdego punktu z € U
istnieje takie r, ze kula o érodku w punkcie x i promieniu r jest zawarta w U.

Rozwazmy jeszcze nastepujace dwa przyktady. Niech X bedzie zbiorem punktéw
plaszczyzny o obu wspélrzednych catkowitych. Na zbiorze X rozwazmy metryke
euklidesowa. Zauwazmy, ze w tej przestrzeni metrycznej dowolne dwa punkty
sa odlegle co najmniej o 1, a wiec ciagi zbiezne to takie, ktére sa state od
pewnego miejsca. Wynika z tego, ze kazdy podzbiér tej przestrzeni metrycznej
jest domkniety, zatem kazdy podzbiér jest tez otwarty. Przestrzenn metryczna

o tej wlasnosci, ze kazdy jej podzbiér jest domkniety lub rownowaznie kazdy
jest otwarty, nazywa sie dyskretna. W przestrzeni dyskretnej w szczegolnodci
kazdy jednopunktowy podzbiér jest otwarty — dla kazdego punktu mozemy wiec
znalezé taka kule, Ze nie ma w niej punktéw innych niz jej srodek. Stad nazwa
tej przestrzeni: mozemy zartobliwie powiedzieé¢, ze kazdy punkt przestrzeni ma
zapewniong dyskrecje — nie ma dowolnie bliskich sasiadéw.

Na koniec zauwazmy, ze jezeli p i p' sa réwnowaznymi metrykami na zbiorze X,
to rodziny domknietych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, p) i (X, p’)
sa te same. Ta uwaga sugeruje, ze pojecie domknietosci i otwartosci zalezy
od struktury ogdlniejszej od metryki — tak jest w istocie, ale to juz jest inna
opowiesé.
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