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Rys. 1. Zbiory homeomorficzne, dyski

topologiczne
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Rys. 2

Nieuchwytny punkt staly
Jarostaw GORNICKI*

Jezeli I = [a,b] jest domknietym, ograniczonym przedzialem prostej
euklidesowej R, to kaZde przeksztalcenie ciggle f : I — I ma punkt staly, tj. taki
punkt p € I, ze f(p) = p.

Istotnie, rozwazmy funkcje g : I — R okre$lona wzorem ¢(z) = f(x) — x dla
kazdego = € I. Poniewaz g(a) > 01 ¢(b) < 0, wiec z twierdzenia o przyjmowaniu
wartosci posrednich istnieje punkt p € I, dla ktérego g(p) = 0, czyli f(p) = p.

Mozna tez rozumowaé inaczej: niech f : I — I bedzie przeksztalceniem cigglym,
A={zel:a< f(x)} i B={zel:z> f(x)}.

Oczywiscie, I = AU B, A, B sa zbiorami domknietymi w I, a € A, b € B.

Poniewaz I jest zbiorem spdjnym, wiec istnieje punkt p € AN B. Wtedy f(p) = p.

Swietnie, ale gdzie (jak) tego punktu p szukaé? To jest problem!

W 1912 roku Luitzen Brouwer opublikowal niezwykle zaskakujacy wynik:

na plaszczysnie euklidesowej R? kazde przeksztalcenie ciggle kota domknigtego
B = {(x,y) : 2® + y? < 1} w siebie ma punkt staly. Uzasadnienie tego rezultatu
nie jest latwe, intuicja nam w tym nie pomaga. Wezmy papierowa kopie kota B,
zgnieémy ja dowolnie (ale jej nie rozerwijmy), to, co otrzymali$my, zdepczmy
tak, by stalo sie czedcia kota B. Wtedy co najmniej jeden punkt kopii bedzie
lezal dokladnie nad swoim pierwowzorem. Zadziwiajace!

I w tym przypadku nie mamy zadnych precyzyjnych informacji o iloéci punktéw
statych i ich lokalizacji (aproksymacji).

Odkryta przez Brouwera wlasno$é¢ kota pozostaje prawdziwa dla szerszej

klasy zbioréw. Méwimy, ze dwa zbiory X i Y sa homeomorficzne, jesli istnieje
takie wzajemnie jednoznaczne przeksztalcenie h zbioru X na zbiér Y, ze
przeksztalcenia h i h~!, do niego odwrotne, sa ciagle. Takie przeksztalcenie h
nazywamy homeomorfizmem. Zbiér homeomorficzny z kotem B nazywamy
dyskiem topologicznym (rys. 1).

Moéwimy, ze zbiér X ma wilasnosé punktu stalego, gdy kazde przeksztalcenie
ciagte f : X — X ma punkt staly.

Twierdzenie 1. Niech X i Y bedq zbiorami homeomorficznymi. Jezeli zbior X
ma wilasnosé punktu stalego, to zbior Y tez ma wlasno$é punktu stalego.

Istotnie, niech g : Y — Y bedzie przeksztalceniem ciagltym. Okreslamy
przeksztalcenie ciagte f = h togoh: X — X, czyli f(z) = h~1(g(h(z))) dla
kazdego x € X. Poniewaz zbiér X ma wlasno$¢ punktu stalego, wigc istnieje
p€ X, ze f(p) =p. Wtedy h="'(g(h(p))) = p, wic g(h(p)) = h(p). Oznacza to,
ze h(p) € Y jest punktem stalym przeksztalcenia g. Zbiér Y ma wiec wlasnosé
punktu statego.

Twierdzenie Brouwera zapewnia wigc, ze na plaszczyinie euklidesowej dysk
topologiczny ma wlasnos¢ punktu stalego. Dyski topologiczne nalezg do szerszej
klasy zbioréw, tzw. continudw. Continuum to zbioér zwarty i spéjny.

Nie wszystkie continua (na plaszczyznie euklidesowej) maja wlasnosé punktu
stalego. Dla okregu, czy pierScienia niewielki obrét lub przeksztalcenie
antypodyczne rusza wszystkie punkty figury. Z drugiej strony wiele continuéw
ma wlasno$¢ punktu statego.

Przyktad 1. Luk sin %, czyli wykres funkeji sin %, x € (0,1], w sumie z odcinkiem
S={(z,y) : 2 =0A|y| <1} (rys. 2) ma wlasnos¢ punktu stalego.

Oznaczmy ltuk sin % przez A. Niech £(a) oznacza wspolrzedna x-owa punktu

a € A. Dla dowolnego przeksztatcenia ciaglego f: A — A funkcja g : A — R dana
wzorem g(a) = &(a) — &(f(a)) jest ciagla i nieujemna w punkcie ¢ = (1,sin1). Na
odcinku S funkcja g jest niedodatnia. Jezeli funkcja g przyjmuje warto$é¢ zero
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Rys. 3. Okrag sin %

Rys. 4

w pewnym punkcie zbioru A\ S, to jest to punkt staly przeksztalcenia f. Jesli
g(a) > 0 we wszystkich punktach a € A\ S, to g(a) = 0 na zbiorze S. Oznacza
to jednak, ze f przeksztalca zbiér S w S, a takie przeksztalcenie ma punkt staly
w zbiorze S.

Przyktad 2. Okrag sin% (rys. 3) ma wlasno$é punktu stalego.

Oznaczmy okrag sin% przez W. Niech u = (0,—1) i dla kazdego punktu

a € W niech A(a) bedzie dlugoscia tuku, wzdtuz okregu W, od punktu u do
punktu a (np. A(u) = 0, A(v) = 2). Dla dowolnego przeksztalcenia ciagltego

[ W — W funkcja g : W — R dana wzorem g(a) = Aa) — A(f(a)) jest ciagla
oraz g(u) < 0. Jesdli w zbiorze W jest punkt, dla ktérego funkcja g jest nieujemna,
to w pewnym punkcie p € W, g(p) = 0. Wtedy f(p) = p.

Warunek g(a) < 0 dla kazdego punktu a € W oznacza, ze punkt f(a) znajduje
sie na wykresie funkcji sin% zawsze przed punktem a (w tym sensie, ze a jest
punktem luku taczacego u i f(a)). Kazdy punkt ¢ € S jest granica ciagu punktéw
q1,G2, - - - z wykresu funkcji sin % Poniewaz punkt f(g;) lezy przed punktem ¢; na

wykresie funkcji sin %, wiec z claglodci przeksztalcenia f, f(q) € S. Oznacza to, ze
58— 5, wkonsekwencji f ma punkt staly w zbiorze S.

W badaniu wtasnoéci punktu stalego bardzo uzyteczny jest nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 2. Niech X bedzie zbiorem z wiasnosciqg punktu statego, Y jego
podzbiorem i r: X — Y takim przeksztalceniem cigglym, ze r(y) =y dla kazdego
y €Y. Wtedy zbior Y tez ma wlasnosé punktu stalego.

Uzasadnienie jest proste. Niech g : Y — Y bedzie przeksztalceniem ciaglym.
Wtedy przeksztalcenie f = gor: X — Y C X jest ciagle. Poniewaz zbiér X
ma wlasno§é punktu stalego, wiec istnieje takie p € X, ze f(p) = g(r(p)) = p.
Poniewaz p € Y, wigc z warunku r(p) = p wynika, ze g(p) = p.

Zbiér Y C X, dla ktérego istnieje takie przeksztalcenie ciagte r: X — Y, Ze
r(y) = y dla kazdego y € Y, nazywamy retraktem zbioru X, a przeksztalcenie r
nazywamy retrakcjg. Pojecia te wprowadzil w 1931 roku Karol Borsuk.

Odcinek i litera Y sa retraktami kota B, wiec maja wlasno$¢ punktu
stalego (rys. 4). Continua z rysunku 5 tez sa retraktami kola B i zgodnie
z twierdzeniem 2 maja wlasnos$¢ punktu statego.

Oczywiscie, aby wykazaé, ze zbiér nie ma wlasnosci punktu stalego, wystarczy
wskaza¢ przyktad jednego przeksztalcenia ciaglego, ktére rusza wszystkie punkty
zbioru (lub jego retraktu). Sprawdz, ktére litery alfabetu laciniskiego maja
wlasno$é punktu statego (a innych alfabetéw?). Dla przykladu rozpatrzmy
pierwsze dwie litery (rys. 6), jak widaé, obie nie maja wlasno$ci punktu stalego.

Drogi Czytelniku, w ponizszych zadaniach, zanim przeczytasz rozwiazania, sam
zmierz si¢ z pytaniami.

Zadanie 1. Czy ,balwanek”, gdzie kota domkniete X i Y sa styczne
zewnetrznie, ma wlasnosé punktu stalego?

Rozwigzanie: Wystarczy zauwazy¢, ze ,balwanek” jest retraktem kota, ktére
zgodnie z twierdzeniem Brouwera ma wtasno$é¢ punktu statego. Wniosek:
»wbalwanek” X UY ma wlasnos¢ punktu stalego.

A jak wyglada sytuacja, gdy zbiory X i Y sa dyskami topologicznymi i maja
wiecej punktéw wspdlnych?

Zadanie 2. Czy kolo domknigte B z nawijajaca sie asymptotycznie na jego
brzeg spirala S = {%(cost, sint) : t > 1} (rys. 7) ma wlasno$é punktu statego?

Rozwigzanie: Jezeli f: BUS — BU S jest przeksztalceniem ciagtym, to albo
f(B) € B,albo f(B) C S (zbiér BU S nie jest lukowo spdjny, a jedynie jest suma
zbioréw tukowo spdjnych). Analogicznie, f(S) C B albo f(S) C S.

Jezeli f(B) C B, to na podstawie twierdzenia Brouwera f ma punkt staly.
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O egzotycznych kontinuach pisal w Agl
Jerzy Mioduszewski: Z geometrii
glebokiego interioru: kontinua
nierozkladalne.

Jezeli f(B) C S, to réwniez f(BUS) C S (f(S) nie moze wtedy zawieraé sie

w zbiorze B, bo f jest ciagle). Poniewaz zbiér B U S jest zwarty, wiec zbiér
f(BUS) C S jest punktem albo domknietym lukiem skoniczonej dlugosci

J C 8. Jezeli f(BUS) jest punktem, to jest to punkt staly przeksztalcenia f.
W przeciwnym przypadku f: J — J, a to przeksztalcenie ma punkt staly. Zatem
continuum B U S ma wtasnosé punktu statego.

Opisane zagadnienia prowadza do wielu otwartych pytan. Jedno
z najwazniejszych, postawione okoto 1930 r., jest nastepujace:

Problem. Czy kazde continuum, ktére nie rozcina plaszczyzny, ma wiasnosé
punktu statego?

Niestety, nie znamy na nie odpowiedzi. Jednym z powoddéw takiego stanu rzeczy
jest niezwykle bogaty i réznorodny ogrod anomalii jaki stanowiag continua.
Przyktadem niech bedzie pytanie: czy na plaszczyznie istnieja linie bedace
wspOlnym brzegiem trzech (lub wiecej) obszaréw? Odpowiedz podal Brouwer

w 1910 roku, budujac na plaszczyznie dla kazdego naturalnego n > 3 wspdlne
brzegi n obszaréw. Sprébuj i Ty!

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

Stosunkowo latwo jest skonstruowad
odpowiednie rzuty obiektéw
czterowymiarowych w przestrzen
tréjwymiarowa. Analogia takiej idei jest
rysowanie rzutu sze$cianu na plaskiej
kartce papieru.

Odleglto$é¢ punktu = = (x1,...,zy,) od
y = (Y1,--.,Yn) W przestrzeni
n-wymiarowej to liczba

d(z,y) = /Z(zk — k)2
k=1

Wzér ten jest konsekwencjg twierdzenia
Pitagorasa.

Jesli okrag opisany jest réwnaniem
2 +y? =1, to znajac r, wiemy, ze

y=+v1—x2luby=—v1—a2.

Anomalie kul i kostek Karol GRYSZKA*

Kwadrat i kolo maja swoje naturalne odpowiedniki tréjwymiarowe (szescian

i kula), czterowymiarowe, pieciowymiarowe i dowolnie wymiarowe. Piszac
»dowolny wymiar”, mamy na my$li wiecej osi uktadu, czyli tez wspélrzednych
opisujacych obiekt. Wyobrazmy sobie mianowicie przestrzen tréjwymiarowa
(co nie jest specjalnie trudne). Kazdy punkt takiej przestrzeni mozna opisaé

za pomocy zestawu trzech wspélrzednych (z,y, z). Gdy opisujemy polozenie
punktu na plaszczyznie, myslimy zwykle o uktadzie kartezjanskim i parze
wspélrzednych (z,y). Opisujac punkt na prostej, uzywamy tylko jednej liczby.
Gdy za$ chcemy opisaé przestrzen czterowymiarowa, lub ogélniej n-wymiarowa,
uzywamy zestawu n liczb (x1,...,z,).

Potrzeba uzywania wiecej niz trzech wspélrzednych nie jest specjalnie
wydumana. Wyobrazmy sobie, ze chcemy opisa¢ temperature w pomieszczeniu.
Chcac by¢ absolutnie precyzyjnym, powinnismy wskazaé, jaka temperatura
panuje w kazdym jego punkcie (inna bedzie nad kaloryferem, a inna w rogu
pokoju). Czyli mamy (x1,z2,x3,T"), gdzie pierwsze trzy liczby to wspdlrzedne
punktu, a czwarta to temperatura. Chcac opisaé¢ temperature w pomieszczeniu
w ciagu np. tygodnia, postuzymy sie piecioma wspdlrzednymi (z1, 2, 23,7, 1),
gdzie ostatnia wskazuje czas dokonywania pomiaru temperatury.

I cho¢ opis takich wielowymiarowych przestrzeni nie sprawia zadnej trudnoéci
od strony formalnej, to nie mozna ,zobaczyé¢” przestrzeni czterowymiarowej
(i zadnej wyzej wymiarowej), gdyz nie maja one naturalnego odpowiednika.

Wréémy na chwile do nizszych wymiaréw — drugiego i trzeciego. Wspomniane na
poczatku koto i kula sa wlasciwie tym samym, tylko w réznych przestrzeniach:
sg to zbiory wszystkich punktéw przestrzeni, ktorych odlegtoéé od ustalonego
srodka jest nie wigksza od promienia R. Takie pojecie mozemy przeniesé
na dowolny wymiar. Kulg n-wymiarowq o $rodku w punkcie a = (a1, ..., an)
i promieniu R nazywamy zbiér
B"(a,R) ={z = (z1,...,%n) | d(z,a) < R},

gdzie d(z,a) to odleglo$é od a do z. Z kula wiazemy w sposéb naturalny sfere,
ktéra jest zbiorem punktéow odleglych od danego punktu dokladnie o R

S" Y a,R) = {x = (x1,...,2,) | d(x,a) = R}.
Zwrbéémy uwage na wskaznik n — 1; mimo iz sfera jest opisana w przestrzeni
n-wymiarowej, jest obiektem n — 1 wymiarowym — jedna ze wspolrzednych zawsze
daje sie wyrazi¢ jako funkcja promienia i pozostalych n — 1 wspotrzednych.

9



