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Kondr'a,cka,
Kopa,

Typowe (regularne) poziomice zaznaczone
sg na szaro, a nietypowe (osobliwe) na
kolorowo.

Czytelnik latwo zauwazy, ze na samym
réwniku taki punkt méglby nie istnied,
wiec trzeba rozszerzyé¢ obszar poszukiwai.

Topologia na Antypodach
Michat MISKIEWICZ*

Mapa obok przedstawia rejon Giewontu i Kopy Kondrackiej. Typowa poziomica
jest albo pusta (np. nie ma zadnych punktéw na wysokosci 2500 m), albo
sktada sie z jednej lub wiecej sktadowych, z ktérych kazda jest albo zamknieta
petla (jak ta wok6t Giewontu, 1800 m), albo krzywa o dwéch koticach na
brzegu mapy (np. te powyzej dolin Malej Laki i Kondratowej, 1600 m). Moze
sie jednak zdarzy¢, ze poziomica jest osobliwa — na wysokosci 1894 m mamy
izolowany punkt (szczyt Giewontu), a na 1725 m przeciecie w ksztalcie litery X
(Kondracka Przelecz). Sa to jednak pojedyncze przypadki — jak szezyt, przelecz
albo dno kotla — a wszystkie pozostale poziomice sa regularne.

W matematyce pojecie poziomicy pojawia sie w podobnym, nieco ogdélniejszym
kontekscie. Poziomica funkcji f wyznaczona przez wartosé y nazywamy zbiér
tych wszystkich argumentéw z, dla ktérych f(z) = y; zbiér ten oznaczamy przez
F~Hy). W poprzednim akapicie rozwazaliémy funkcje f przyporzadkowujaca
punktowi x na mapie jego wysokosé, ale to tylko jedna z mozliwosci. W ogélnym
przypadku mozna wykazaé (méwi o tym tzw. twierdzenie Sarda), ze prawie
kazda poziomica gladkiej funkcji f jest regularna, a wiec — podobnie jak

w przypadku kartograficanym — osobliwe poziomice sa zjawiskiem nietypowym.

Nie bedziemy tu definiowaé pojecia gladkosci; obrazowo chodzi o to, ze wykres funkeji f jest gladki,
w szezegdlnosel nie ma uskokéw ani kantéw.

W ramach dalszego $ledzenia poziomic pokazemy teraz, ze na réwniku Ziemi
mozna znalezé¢ dwa punkty antypodyczne lezace na jednej poziomicy. Punkty
antypodyczne to takie, ze tunel wydrazony z jednego z nich na wylot przez
$rodek Ziemi wypada w drugim; z dobrym przyblizeniem tak polozone sa
Quito w Ekwadorze (2850 m n.p.m.) i Pekanbaru w Indonezji (12 m n.p.m.).
Jesdli w kazdym z tych dwéch miast mamy znajomego, mozemy ich poprosié
o udanie sie w podréz na zachdéd w tym samym tempie i informowanie na
biezaco o aktualnej wysokosci nad poziomem morza. O ile na poczatku
znajomy z Ekwadoru jest ponad 2 km wyzej, to sytuacja bedzie sie szybko
zmieniaé¢, a po pewnym czasie nasi znajomi zamienig sie miejscami i réznica
w raportowanych wysokosciach bedzie taka sama, ale na minusie. Niewatpliwie
gdzies po drodze wysokosci musialy sie wyréwnaé — w ten sposob znalezlismy
punkty antypodyczne na jednej poziomicy.

Powyzszy przyktad jest mato zaskakujacy, bo bez niczyjej pomocy z tatwoscia
rnajdziemy zadana pare punktéw na pelnym morzu (wysokosé 0 m n.p.m.).
Przedstawione rozumowanie jest jednak bardziej uniwersalne i dziata réwnie
dobrze, gdyby zamienié¢ wysokos$é na jakas inng funkcje ($rednia roczna
temperatura, ci$nienie, suma opadéw etc.), byle tylko byla ciagla, bo musimy
wykluczy¢ skoki. Mozemy tez pdjsé krok dalej i cheieé¢ poréwnaé dwa parametry
naraz. Pokazemy wiec, ze na powierzchni Ziemi mozna znalezé dwa punkty
antypodyczne o réwnej Sredniej rocznej temperaturze i ciSnieniu. Wyniknie to

z nastepujacego ogolnego twierdzenia.

Twierdzenie 1 (Karol Borsuk, Stanislaw Ulam). Niech
S%={(z,y,2) e R¥: 2% +¢* + 22 =1}

bedzie sferg jednostkowa, a f: S — R? dowolna funkcja ciaglta. Wéwczas istnieje
punkt x € $2, dla ktérego f(x) = f(—x).

Aby zastosowaé¢ powyzsze twierdzenie do naszej sytuacji, powierzchnie Ziemi
modelujemy za pomoca sfery, a odpowiednia funkcje f definiujemy poprzez
przyporzadkowanie punktowi x pary liczb wyrazajacych $rednia roczna,
temperature i cisnienie w x. Z twierdzenia otrzymujemy wtedy dwa punkty
x = (x,y,2) i —x = (—x, -y, —z), w ktérych oba te parametry maja te sama
wartosé. Pozostaje zauwazyé, ze odpowiada to doktadnie parze punktéw
antypodycznych na powierzchni Ziemi.
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Przyjmujac F(x) = f(x) — f(—x), mozna
tatwo wykazaé¢ réwnowazno$é Twierdzen 1

i2.

(n,0)

Tak moze wygladaé¢ poziomica H~'(0).
Na potrzeby rysunku denka cylindra sg

okregami, a nie sferami.

Dla wygody twierdzenie Borsuka—Ulama pokazemy w nastepujacej wersji:

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze funkcja ciggla F': S? — R? jest nieparzysta, to
znaczy spelia F(—x) = —F(x) dla kazdego x € S2. Wéwczas F(x) = 0 dla
pewnego x € S? (0 oznacza punkt (0,0)).

Przykladem takiej funkcji jest G(z,y, z) = (x,y), czyli rzut prostopadly

na plaszczyzne xy. W tym konkretnym przypadku zauwazamy, ze réwnosé
G(x) = 0 zachodzi dla dokladnie dwéch punktéw, ktére na czesé biegunéow
Ziemi oznaczymy n,s. Inny przyktad otrzymamy, jesli weZzmiemy dowolny
obrét r: §% — S? przeksztalcajacy sfere na nia samg i okreslimy funkcje

G, (x) = G(r(x)); woéwezas miejsca zerowe to r—1(n),r~1(s). Ale przejdzmy juz do
ogo6lnego przypadku.

Zarys dowodu Twierdzenia 2. Ograniczymy sie do wykazania tezy twierdzenia
w przypadku, gdy F' jest funkcja nie tylko ciagla, ale tez gtadka. Przypusémy, ze
teza nie zachodzi, czyli F' nie przyjmuje zera; bedziemy dazy¢ do sprzecznodci.

Miedzy F a funkcja G z przykladu wyzej mozna znalezé cala rodzine funkcji

(%) H(x,t) =tF(x) + (1 -t)G(x) dlaxec S? telo,1].
Wstawienie t = 0 w powyzszym wzorze daje na powr6ét G, natomiast dla t =1
otrzymujemy F'. Rodzine te mozemy tez rozumieé jako jedna gtadka funkcje
H: S? x [0,1] — R? okreslong na (pustym w $rodku) cylindrze S? x [0, 1],
pokrywajaca sie¢ z G 1 F' odpowiednio na dolnym (¢ = 0) i gérnym (¢ = 1) denku.

Zatozymy dodatkowo, ze poziomica H~1(0) jest regularna. Wéwezas sktada sie
ona ze skoniczenie wielu krzywych, zamknietych lub majacych korice na ktéryms
z denek. Skoro F nie przyjmuje zera, to H—1(0) nie moze dotykaé gérnego
denka. Wiemy natomiast, ze ma dokladnie dwa punkty wspélne z dolnym
denkiem ((n,0) oraz (s,0)), gdyz na tym denku H pokrywa sie z G. Jak méwi
przystowie, kazdy kij ma dwa korice, a wigc w sktad poziomicy H~1(0) moze
wchodzié jedynie jedna niezamknieta krzywa I' € S2 x [0, 1], o koficach w (n, 0)
i(s,0).

Przypomnijmy teraz, ze funkcje F' i G sa nieparzyste, a wigc zgodnie

ze wzorem (x) nieparzysta jest takze kazda z rodziny funkcji je taczacych, to
znaczy H(—x,t) = —H(x,t) dla dowolnych x,t. W konsekwencji poziomica
H~1(0) ma nastepujaca wlasnosé symetrii: jesli jaki§ punkt (x,t) do niej nalezy,
to punkt (—x,t) réwniez. Te samg wlasno$é¢ ma wiec tez krzywa I'. Opisana
sytuacje trudno jest jednak wiernie oddaé¢ na rysunku, z bardzo prostego
powodu — jest niemozliwa!

Zeby sic o tym przekonaé, ponownie poprosmy o pomoc naszych sprawdzonych
znajomych. Niech obaj podrézuja w tym samym tempie wzdtuz krzywej T,
przy czym jeden niech zacznie z punktu (n,0), a drugi z (s, 0). Ze wzgledu na
symetrie I' w kazdym momencie nasi znajomi beda w punktach postaci (x,t)

i (—x,t), co oznacza, ze nie moga sie spotkaé. Z drugiej strony, po pewnym czasie
kazdy z nich dojdzie do przeciwnego konca I', wiec po drodze gdzie$ musieli sie
minaé. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze funkcja F' musi przyjmowaé zero. [

Wréémy na chwile do przyjetego ad hoc zalozenia o regularnoéci H~1(0)

— jest ono spelnione w typowym przypadku, ale nie zawsze. Czytelnik znajacy
twierdzenie Sarda tatwo uzupelni te luke, zamieniajac w dowodzie funkcje G

na G, i odpowiednio H na H, zgodnie ze wzorem (x); mozna bowiem sprawdzié,
ze dla prawie kazdego obrotu r poziomica H1(0) jest regularna, co pozwala
przeprowadzi¢ reszte rozumowania bez zmian. Przyjete na poczatku zalozenie

o gladkosci F tez nietrudno wyrugowac.

Czytelnik obdarzony Szczegdlnie Czujnym Okiem moze zauwazy¢é, ze
przedstawione rozumowanie réwnie dobrze stosuje sie do funkcji ciaglych

F: 8" — R" z n-wymiarowej sfery w n-wymiarowa przestrzen dla dowolnego
n=1,23,... W szczegblnosci dla n = 1 otrzymujemy nastepujace twierdzenie:
dla kazdej ciggtej funkeji f: S — R, okreélonej na okregu, znajdziemy punkt x,
w ktérym f(x) = f(—x). ZatoczyliSmy w ten sposéb pelne kolo i rozwiazalismy
w inny sposéb poczatkowy problem z punktami antypodycznymi na réwniku.
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