nosi nazwe indeksu nawinieé. Obiekty matematyczne, fazami. David Thouless otrzymal swoja ,,druga
ktére mozna charakteryzowaé wielko$ciami podobnymi  éwiartke” nagrody za sklasyfikowanie faz kwantowego

do indeksu nawinieé, to jeden z przedmiotéw badan efektu Halla. Z kolei Duncan Haldane opisal fazy
topologii. Nasz dwuwymiarowy wir jest tu najprostszym magnetyczne lancuchéw atomowych — rozszerzajac
przykladem, wéréd fizykéw nosi on nazwe defektu podejécie KT, i tez uzyskujac wyniki idace pod prad
topologicznego. Co ciekawe, kolejne uogdlnienie wspdlezesnych mu przewidywan teoretycznych (jednak

indeksu nawinigé, tym razem na pole trojwymiarowych — pomyslnie zweryfikowane w eksperymentach kilka lat
strzalek zaczepionych na sferze, tez zostalo zastosowane péiniej). Wéréd badaczy coraz czesciej méwi sie dzis

w badaniach noblistow z 2016 roku. o topologicznych izolatorach i topologicznych metalach
— jako o kontynuacji badan Thoulessa, Haldane’a

i Kosterlitza. Kto wie, moze pod tymi enigmatycznymi
nazwami jeszcze innych faz kryje sie material na kolejna
opowiesé? e

Oczywiscie, okazuje sie, ze odkrycie Kosterliza
i Thoulessa bylo niejako pierwszym, matym krokiem
w dhugiej przygodzie fizykow materii skondensowanej

z indeksami topologicznymi i dziwnymi, kwantowymi 5
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Okregi Boromeuszy, czyli matematyk rozplatuje supetki
*Szkola Matematyki 242, Jelenia Géra Jacek GEAD YSZ*

Widoczny obok splot trzech rurek to logo wloskiego rodu Boromeuszy.

Splot ten ma interesujaca wlasno$¢: rozciecie i usuniecie dowolnej z tych
rurek sprawia, ze pozostate dwie nie sa ze soba w zaden sposéb potaczone.

W tym miejscu pojawia si¢ naturalne pytanie — czy da sie skonstruowaé splot
o podobnej wlasnosci dla wiecej niz trzech rurek? Okazuje sie, ze jest to
mozliwe — konstrukeja taka (podana przez Martina Gardnera) przedstawiona
jest na rysunku dla o$miu rurek. Oczywiscie, w podobny sposéb mozna polaczy¢
takze wiekszg liczbe okregdéw — dziewie¢, dziesied, jedenadcie. . . Domyslamy
sie, ze podazajac w przeciwnym kierunku, réwniez uzyskamy pozadany
rezultat: metoda podang przez Gardnera mozna polaczy¢ ze sobg siedem,
szes¢, ale rowniez pigé, cztery albo trzy okregi. I w tym miejscu docieramy do
kluczowego dla nas pytania — czy splot wykonany w ten sposob z trzech rurek
jest réwnowazny oryginalnemu splotowi Boromeuszy? Innymi stowy — czy jest
mozliwe przeksztalcenie jednego z tych splotéw w skoriczonej liczbie ciaglych
ruchéw w drugi splot?

Wezly moga wygladaé np. tak, Sprecyzujmy ten problem (a zatem przenie$my do matematyki). Nie bedziemy

méwili o rurkach, tylko o weztach: wezel to krzywa zamknieta, przykladem
\ jest okrag (dwa inne przyklady widoczne sa obok). Kilka wezléw tworzy splot.
< \) (/ Zarowno wezly, jak i sploty rozpatrujemy w przestrzeni trojwymiarowej. Dwa,
wezly (czy sploty) sa réwnowazne, jesli przez przemieszczanie i deformowanie

a sploty np. tak. (wyginanie, rozcigganie, ale bez rozrywania czy sklejania) mozna z jednego
z nich uzyskaé drugi.

)
K/) C/\O Uwazny Czytelnik spostrzeze, ze to, co widzi obok, to nie sa ani wezly, ani
/

sploty — rysunek jest plaski. Taki rysunek to diagram wezla (czy splotu).
WyraZnie zaznaczone sa na nim mosty (gdy tuk rysowanej przestrzennej krzywej
biegnie nad innym lukiem) i tunele (gdy biegnie pod) — latwo zauwazy¢, ze
liczba mostéw i tuneli jest na diagramie taka sama.

Nasz problem to zbadanie, czy widoczne obok diagramy splotow

przedstawiaja sploty réwnowazne, czy jeden z nich mozna w sposéb
( /\— \) ciagly przeksztaltci¢ na drugi. Pytanie takie zostalo zadane w Delcie
/‘ — 3/2017, a przedtem i potem powtarza je Matematyczny Cyrk Delty
\ ) Q D na swoich przedstawieniach.
v \—7/"7 Odpowiedz jest negatywna — te sploty nie sa réwnowazne. Do

wykazania, ze tak jest, potrzebne nam beda dwa narzedzia: ruchy
podstawowe Reidemeistera i trojkolorowalnosé wezla (splotu).
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Trojkolorowalnosé, o ktérej tu mowa, nie
ma nic wspélnego z tréjkolorowalnosciag
grafu (ktora, jak wiadomo, jest
problemem NP-zupelnym).

Wigcej na temat tréjkolorowalnosci
mozna znalezé w ksigzce Iana Stewarta
Stad do nieskoriczonosci — Przewodnik
po dzisiejszej matematyce.

Ruchy podstawowe

Zacznijmy od oczywistej uwagi, ze rownowazne wezly czy sploty moga mieé
rozne diagramy, np. obok widzimy diagram wezla réwnowaznego okregowi.
Nawet ten sam wezel moze mieé¢ rézne diagramy, bo to jakby jego rzut na
dowolnie obrana plaszczyzne.

Niemiecki matematyk, Kurt Reidemeister, w 1927 roku wskazat tzw. ruchy
podstawowe i udowodnil, ze wszystkie mozliwe zmiany diagramu sprowadzaja si¢
do tych trzech gatunkéw ruchéw:

L] ]
> T D
1. skrecenie/rozkrecenie 2. wsuniecie/wysuniecie 3. przesuniecie

Kazde ciagle przeksztalcenie wezla (jak péiniej wykazano — réwniez splotu) da
si¢ przedstawié¢ na jego diagramie jako ciag ruchéw podstawowych. Badane przez
nas sploty sa rownowazne, jesli mozna wskazaé przeksztalcenie jednego z nich
w drugi za pomoca wymienionych ruchéw podstawowych.

Tréjkolorowalnosé diagramu

Jak latwo zauwazyé, diagram to kilka (kilkanascie, kilkadziesiat) linii ciaglych,
spotykajacych sie w skrzyzowaniach (czyli mostach/tunelach). W kazdym
skrzyzowaniu spotykaja si¢ w diagramie zawsze trzy linie. Pokolorujmy
skladajace sie na diagram linie kilkoma kolorami (kolory musza by¢ co najmniej
dwa — diagramy jednokolorowe odrzucamy). Jesli w kazdym skrzyzowaniu
spotykaja sie wszystkie linie w jednym kolorze albo w trzech kolorach, to
diagram nazywamy trojkolorowalnym.

Okazuje sie, ze

jesli jeden z diagramoéw wezla (czy splotu) jest tréjkolorowalny, to
trdjkolorowalny jest kazdy diagram réwnowainego z nim wezla (czy splotu).

Jedli zatem diagram jakiegos splotu jest trojkolorowalny, a innego nie, to sploty
te nie sa réwnowazne. Innymi slowy — tréjkolorowalnosé (opisana jak wyzej)
jest niezmiennikiem topologicznym ruchéw podstawowych. Ale uwaga! — podane
tu kryterium jest wylacznie negatywne: jesli diagramy dwéch splotéw sa oba
trojkolorowalne, to nie wynika z tego, ze sploty sa réwnowazne; podobnie, gdy
oba nie sa trojkolorowalne.

W mysl powyzszych uwag wystarczy dowie$¢, ze ruchy Reidemeistera nie psuja
tréjkolorowalnosci. Bedziemy wigc rozpatrywali wszystkie mozliwe sytuacje,

w ktérych mozna zastosowaé te ruchy, pamietajac, ze po ich wykonaniu konce
rozpatrywanego fragmentu musza pozosta¢ w tym samym kolorze, w jakim byty
przed.

Jedli diagram jest pokolorowany zgodnie z wymaganiami tréjkolorowalnoscei,
to sytuacja, w ktorej mozemy zastosowadé ruch 1, ma miejsce tylko, gdy ten
fragment jest pokolorowany jednym kolorem (co widaé¢ na marginesie).

Sytuacja, gdy mozemy zastosowaé ruch 2, dopuszcza ponizsze dwie mozliwosci.
Q —DC Q—2C
Czytelnik skrupulatny sprawdzi, ze sytuacja, w ktérej mozna zastosowac ruch 3,

dopuszcza pie¢ pokolorowan.
1 1

D

P XXX XX

Jak wida¢, w kazdej z sytuacji tréjkolorowosé jest przez ruchy podstawowe
zachowywana.

8
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I to pozwala na wykazanie, ze splot trzech okregéw wedle recepty Gardnera jest
rézny od oryginalnego splotu Boromeuszy — pierwszy z nich jest tréjkolorowalny
(jak widaé na marginesie), a drugi nie, co wykazemy. Sprébujemy bowiem
pokolorowaé go zgodnie z zasadami trdjkolorowalnosci.

Zacznijmy od skrzyzowania 1, kolorujac je trzema kolorami. Wéwczas na
skrzyzowaniu 2 powinni$my uzy¢ koloru czarnego, poniewaz spotykaja sie tam
juz pozostale. Ten wybér implikowalby pokolorowanie ostatnich dwdch czedci

- -
~ - ~
-~ ’ -~
A

-
L4

A Y

2.3 2.3

niepomalowanego okregu réwniez na czarno, bowiem na skrzyzowaniach 3 i 4 juz
dwie linie beda czarne (wiec i trzecia taka by¢ musi). Ale wtedy skrzyzowania
numer 5 i 6 nie spelniatyby ustalonych regutl kolorowania.

7Z kolei przyjecie dla skrzyzowania 1 strategii kolorowania jednym kolorem
prowadzi do wniosku, ze na skrzyzowaniu 2 réwniez powinnismy uzy¢ tego
koloru. Ale wéwcezas dla pozostalych niepomalowanych czesci okregu nalezaloby
wybraé ten sam kolor, a przeciez diagramy jednobarwne wykluczamy.

Stad wniosek, ze splot okregéw Boromeuszy nie jest tréjkolorowalny. A zatem
nie moze by¢ w skonczonej liczbie ruchéw podstawowych przeksztatcony na splot
gardnerowski — quod erat demonstrandum.

Na sam koniec warto, by¢ moze, odda¢ sie nastepujacej  poprzestaé, catos¢ prac okazalaby sie jalowa — formalizm
refleksji. Na ile w zajmowaniu siec matematyka istotna na pewnym etapie byl konieczny, by doprowadzi¢
jest intuicja, a na ile formalizm? W przypadku rozumowanie do konica i doj$¢ do rozwiazania.

rozwiazania omawianego problemu wazne byto jedno

i drugie. Tytutowych ,supetkéw” nie datoby sie
rozplataé bez wyrobienia w sobie przekonania na temat
tego, czy omawiane sploty sa réwnowazne czy tez nie —
pierwszym etapem znalezienia odpowiedzi byta zatem
czysta zabawa wyobraznia. Gdyby na tym jednak

*doktorant, Wydzial Matematyki,
Informatyki i Mechaniki, Uniwersytet
‘Warszawski

Oczywiscie formalizm, z ktérego tu korzystaliSmy, byl
minimalny. Latwo si¢ jednak domyslié, ze w przypadku
probleméw o wickszym stopniu zlozonosci wykorzystuje
sie bardziej zaawansowany aparat teoretyczny.
Parafrazujac zatem powszechnie znang fraze, mozna

by rzec — wyobraznia jest rownie wazna jak wiedza.

Gra w sumo
Michal MISKIEWICZ*

Czy Cazytelnik zna gre w przeciaganie liny? Dwie druzyny ciagna dwa konce
liny w przeciwne strony, a wygrywa ta, ktorej uda si¢ przeciagnacé ling na swoja
strone. Scislej, gra konczy sie w momencie wyjécia érodka liny (zazwyczaj
oznaczonego wstazka) z uméwionego pola gry. Matematycy przypisuja te sama
nazwe podobnej grze rozgrywajacej sie w dwoch (i wiecej) wymiarach, w ktérej
to $rodek liny moze poruszac¢ sie w wielu kierunkach, a nie tylko lewo-prawo.
Trudno sobie jednak takie przeciaganie wyobrazié, dlatego przyjatem termin gra
w Sumo.

Plansza do gry w sumo (dalej oznaczana przez 2) sklada sie z pewnej liczby pél
na szachownicy. Kazde pole szachownicy P ma czterech sasiadéw, oznaczanych
tutaj Py, P», P3, P,. Pole nazwiemy wewnetrznym, jesli lezy na planszy razem ze
swoimi sasiadami, w przeciwnym przypadku nazwiemy je brzegowym. Zbior pol
wewnetrznych oznaczymy przez €2, a brzegowych przez 0f2.

Dwoje zawodnikéw, Jas i Malgosia, zaczyna gre na pewnym polu P lezacym na
planszy. Jesli pole P jest brzegowe, gra si¢ konczy. W przeciwnym przypadku
rzut symetryczng moneta decyduje, ktory z zawodnikéw uzyskuje w tej turze
przewage nad przeciwnikiem, dzigki czemu przepycha go na wybrane przez
siebie sasiednie pole (i z rozpedu sam tez tam laduje). Gra toczy si¢ w turach do
momentu, gdy gracze wyladuja na polu brzegowym.
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