Nieskonczonos$¢: 6. Zaskakujace rozwigzanie

Michat KORCH

W poprzednim odcinku rozwazaliSmy przyklady
nieskonczonych zbioréw, ktorych nie mozna
zakwaterowaé w hotelu Hilberta. Byty to: zbiér liczb
rzeczywistych R, przedzial [0, 1], zbiér wszystkich
nieskoniczonych ciagéw zero-jedynkowych oraz zbior
P(N) wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych.
Okazalo sie, ze kazde dwa z tych wymienionych zbioréw
sa rownoliczne. Wszystkie takie zbiory, rownoliczne ze
zbiorem liczb rzeczywistych, nazywamy zbiorami mocy
continuum. Zaden z nich nie jest réwnoliczny z zadnym
zbiorem przeliczalnym, czyli takim, ktérego elementy
da sie¢ zakwaterowaé¢ w hotelu Hilberta, jak zbiory

liczb naturalnych N, catkowitych Z czy wymiernych Q.
W dodatku wymienione zbiory przeliczalne zawieraja
sie w zbiorze liczb rzeczywistych, ktéry jest mocy
continuum, mozemy zatem powiedzieé, ze zbiory
przeliczalne sa zdecydowanie mniejsze od zbioréw mocy
continuum.

Taki obraz sprawy zobaczyl Georg Cantor w wyniku
swoich badan i zadal sobie nastepnie zupelnie naturalne
pytanie: czy jest co$ pomiedzy? Czy istnieje zbidr
wiekszy niz zbiory przeliczalne, ale mniejszy niz zbiory

mocy continuum? Inaczej méwiagc, czy istnieje taki
nieskonczony podzbiér prostej rzeczywistej, ktéry nie
jest réwnoliczny ani ze zbiorem liczb naturalnych, ani
ze zbiorem wszystkich punktéw na prostej? Cantor nie
potrafil wskazaé zadnego przykladu i postawil hipoteze,
ze taki zbiér nie istnieje. Hipoteze te nazywamy hipotezq
continuum.

Rzecz jasna, Georg Cantor nie byl jedynym, ktérego
nurtowal wspomniany problem. Wielu wspélczesnych mu
matematykéw probowalto rozstrzygnaé to zagadnienie,
bez powodzenia. David Hilbert, wygtaszajac stynne
przeméwienie na Kongresie Matematykow w Paryzu

w 1900 roku, umiedcit to zagadnienie jako pierwsze

z listy 23 wyzwan dla matematyki u progu kolejnego
stulecia! Cytujac Hilberta: ,,badania Cantora dotyczace
takich zbioréw sugeruja bardzo prawdopodobne
twierdzenie, ktorego jednak, mimo olbrzymich wysitkéw,
nikomu nie udalo si¢ udowodni¢”. Czy ponad wiek
pdZniej znamy odpowiedz na pytanie o prawdziwosé
hipotezy continuum? Jesli tak, to jaka ona jest?
Odpowiedz jest dos$¢ zaskakujaca, wymaga jednak
pewnego wprowadzenia.

Jednym z wazniejszych punktéw badan Cantora byly doskonale podzbiory
prostej rzeczywistej (czyli osi liczbowej). Aby zrozumieé definicje takich zbioréw,
wprowadzimy najpierw kilka okredlen. Méwimy, ze podzbiér prostej rzeczywistej
jest otwarty, jesdli jest suma dowolnie wielu (byé moze nawet nieskoniczenie wielu)
przedzialéw otwartych z obu stron. Na przyklad (0,1) U (2,3) jest otwartym
podzbiorem prostej. Cala prosta jest tez otwartym zbiorem, bo chociazby

R=(—1,1)U(-2,2) U

(—=3,3) U... Réwniez zbiér liczb niecatkowitych R\ Z

jest otwartym podzbiorem prostej, bo rzeczywiscie R\ Z = (0,1) U (—1,0) U

U (1,2) U (-2,

-1u..

. Zbiér pusty tez jest otwarty jako suma zera przedzialow

otwartych. Natomiast podzbiér jest domkniety, jesli jest dopelnieniem podzbioru
otwartego. Na przyklad zbior liczb catkowitych Z jest domkniety. Cala prosta R
poza tym, ze jest zbiorem otwartym, jest réwniez zbiorem domknietym (bo
zbidr pusty jest otwarty). Zachecamy Czytelnika do sprawdzenia, ze zbiér
zlozony z pojedynczego punktu, np. {1}, oraz domkniety przedzial, np. [1,2],
rowniez sa domknietymi podzbiorami osi liczbowej. Wreszcie, zbior doskonaly
to taki domkniety podzbidér prostej, ktéry nie ma punktéw izolowanych.
Oznacza to, ze do kazdego jego punktu mozna podejs¢ dowolnie blisko, stapajac
jedynie po pozostalych punktach do tego zbioru nalezacych. Taka ceche ma
chociazby domkniety przedzial, np. [1,2], ale nie ma jej na przyklad zbidr liczb

caltkowitych Z.

Innym przyktadem zbioru doskonalego jest stynny zbidr Cantora. Aby go
skonstruowaé, z odcinka [0, 1] wycinamy otwarty przedzial dlugosci 1/3 na
srodku i wyrzucamy, zostajac ze zbiorem [0,1/3] U [2/3,1]. Z obu powstalych

—p-Zia

Pierwsze 7 etapéw konstrukcji zbioru
Cantora

przedzialéw znéw wycinamy ,Srodkowe jedne trzecie”. Powstaja zatem cztery
odcinki dtugosci 1/9. Z kazdego z nich znéw wycinamy $rodkowa jedna trzecia
i procedure kontynuujemy w nieskoriczono$é¢. Zbiér punktéw, ktéry pozostanie
po tej operacji, to wlasnie zbiér Cantora.

Zauwazmy, ze kazdy punkt zbioru Cantora da sie¢ zakodowaé za pomoca

nieskonczonego ciagu zer i jedynek. Rzeczywiscie, kolejne cyfry moga oznaczaé,
czy dany punkt lezy w lewej (cyfra 0), czy w prawej (cyfra 1) pozostawionej
czesci odcinka na kolejnym z nieskonczenie wielu etapéw konstrukceji. Dla
przyktadu, punkty lezace w czesci zaznaczonej na rysunku strzatka beda
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W 1904 roku odbytl si¢ kolejny Kongres
Matematykéw, tym razem w Heidelbergu.
Wegierski matematyk Julius Konig
twierdzil, ze udowodnil, iz hipoteza
continuum nie zachodzi. Tymczasem Felix
Bernstein przyjechal na Kongres

z referatem, ktérego ostatecznie nie
wyglosil, ze zgota przeciwng konkluzja.
Argumenty obu matematykéw okazaly si¢
niedcisle, a hipoteza continuum
pozostawala nierozstrzygnieta.

zakodowane ciggiem rozpoczynajacym sie od 011101. W takim razie punktow
w zbiorze Cantora jest tyle samo, co wszystkich nieskonczonych ciagow
zero-jedynkowych. Powiedzielidmy za$ juz wczesniej, ze takich ciagéw jest
continuum. Zatem zbiér Cantora jest mocy continuum.

Cantor wykazal, ze kazdy doskonaly podzbiér prostej jest mocy continuum. Co
wiecej, udowodnil, ze kazdy domkniety podzbiér prostej albo jest przeliczalny,
albo zawiera zbior doskonaly, co oznacza, ze jest mocy continuum. Zatem jesli
hipoteze continuum ograniczymy tylko do zbiorow domknietych, to jest ona
prawdziwa — nie istnieje domkniety podzbiér prostej rzeczywistej wigkszy niz
zbiér przeliczalny, ale mniejszy niz zbior mocy continuum! Cantor mial nadzieje,
ze wynik ten mozna rozszerzy¢ na dowolne zbiory, ale ani on, ani inni zajmujacy
sie tym problemem nie potrafili tego zrobi¢.

Wobec niemocy w kwestii rozstrzygniecia hipotezy continuum matematycy
zaczeli badaé, jakie skutki miataby jej prawdziwosé. Stynny polski matematyk
Wactaw Sierpinski w 1934 roku wydat ksiazke Hypothése du continu, w ktérej
zgromadzil wiele takich wnioskéw z hipotezy continuum. Udowodnit na
przyktad, ze jest ona réwnowazna temu, ze ptaszczyzne mozna podzieli¢

na dwa zbiory A i B takie, ze przeciecie zbioru A z kazda poziomag prosta
oraz przecigcie B z kazda pionows prosta sa zbiorami przeliczalnymi. Fakt
ten Sierpinski umiescil na pierwszym miejscu swojej listy — sformutowat

11 stwierdzen réwnowaznych z hipoteza continuum oraz 81 z niej wynikajacych.

W miedzyczasie zostaly sformulowane aksjomaty opisujace teorie zbiordéw, a wiec
w pewnym sensie cala uprawiang matematyke, bowiem wszystkie matematyczne
obiekty mozna skonstruowaé¢ na podstawie tej teorii. Te postulaty zwyklo sie
nazywaé aksjomatami ZFC, od nazwisk matematykéw Ernesta Zermelo oraz
Abrahama Fraenkela. Litera ,,C” wzicla sie ze stowa choice, co odnosi sie do
ostatniego z aksjomatéw — aksjomatu wyboru. Aksjomaty te rozciagaja sie od
zdefiniowania, ze dwa zbiory sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja takie same
elementy, po chociazby postulat, ze istnieje zbiér nieskoniczony. To wszystko
pozwolito na badanie wlasciwosci modeli, czyli konstrukcji, ktore te aksjomaty
spelniaja. I wlasnie te badania doprowadzily w 1963 roku do odkrycia, ktérego
Czytelnik by¢ moze jest najbardziej ciekaw. Odkrycia dotyczacego samej
hipotezy continuum. Odkrycia zaskakujacego, ktére wyjasniato wszelkie
wczesniejsze niepowodzenia i trudnosci.

Teza tego odkrycia jest nastepujaca: hipoteza continuum jest niezalezna od
aksjomatéw ZFC. Oznacza to, ze nie da sie jej ani udowodnié, ani obalié,
wychodzac od tych aksjomatéw. Innymi stowami: umiemy udowodnié, ze nie

da sie udowodni¢ stusznosci hipotezy continuum oraz ze nie da sie udowodnié jej
zaprzeczenia w oparciu o aksjomaty ZFC. (Wszystko to przy zalozeniu, ze same
aksjomaty sa wewnetrznie niesprzeczne.)

Jak tego dokonano? Wlasénie poprzez badanie modeli spelniajacych aksjomaty
ZFC. Kurt Goédel juz w 1940 roku skonstruowal taki model, w ktérym

i aksjomaty ZFC, i hipoteza continuum sa prawdziwe. To oczywiscie nie

znaczy, ze da sie ja udowodnié¢, korzystajac z tych aksjomatéw, poniewaz

nie wynika stad, ze w kazdym modelu, ktéry je spelnia, hipoteza continuum
zachodzi. Ale dowodzi to, ze nie da si¢ z nich udowodnié jej zaprzeczenia
(wtedy w tym modelu zaszlaby sprzecznosé)! W 1963 roku sprawe dopelnit Paul
Cohen, pokazujac nowa metode konstrukeji modeli spelniajacych aksjomaty
ZFC (metoda ta nazywana jest forsingiem), pozwalajaca w szczeg6lnosci
skonstruowaé¢ model, w ktérym hipoteza continuum nie zachodzi. A zatem nie
da sie jej udowodnié¢ z aksjomatéw. Cohen za swoja prace otrzymal w 1966 roku
,matematycznego Nobla”, czyli medal Fieldsa.

Zaskakujace? Na pewno! Na pierwszy rzut oka nie jest jasne, jak to wszystko
zrozumie¢. Jak to w ogdle mozliwe, ze jakiego$ matematycznego stwierdzenia
nie da sie rozstrzygnac¢? Czy nie powinno by¢ tak, ze kazde zdanie jest

albo prawdziwe, albo falszywe? Spréobujemy zmierzy¢ si¢ z tymi pytaniami

w kolejnym odcinku.
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