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I triumfalnie oznajmil: grubo$é monety powinna stanowié¢ 25% dlugosci jej
érednicy. Zycie jest piekne, a my jesteémy genialni! Jednak Ludek, ktéry lubit
fizyke, nad czyms rozmy$lat. Po chwili powiedzial, ze widzi inne rozwigzanie.
Poza przypadkiem, gdy moneta wyladowalta od razu na swojej podstawie lub
na krawedzi, musiala wyladowaé koslawie. Miodek chwyta koslawie padajaca
monete, ktéra pod wplywem silty ciezkodci ostatecznie wyladuje na tej stronie,
na ktérej rzut jej srodka ciezkosci znajdzie si¢ we wnetrzu powtoki wypuklej
rzutu tej strony. To za$ zalezy od kata <X AOB, i tu zrobil rysunek (rys. 2).
Warunki zadania beda spelnione, gdy kat <xAOB bedzie réwny % kata prostego
X AOC. Przy oznaczeniach z rysunku
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Oznacza to, ze grubos$¢ monety spelniajacej warunki zadania powinna wynosié¢
57,7% dlugosci jej érednicy. No to mamy problem, przyznali chlopcy, ale
najwazniejsze bylo dla nich, ze na lekcje nie péjda z niczym.

d~ 0,577 - d.

Gruby po powrocie do domu zaczal szuka¢ czegos na temat zadania w necie.
Znalaz! fascynujaca historie. Pewnego razu, gdy John von Neumann wraz

z uczonymi kolegami wysiadal z takséwki, takséwkarz zadal mu pytanie, ktére
jest trescig naszego zadania. Ku niematemu zdziwieniu kolegéw, po jakich$
15-20 sekundach von Neumann ocenil, ze grubosé takiej monety powinna
stanowié¢ okolo 35% dlugosci jej $rednicy. Jak rozumowal von Neumann, mozemy
sie tylko domyslac.

Federick Mosteller widzial to tak (Fifty challenging problems in probability with
solutions, Dover Publ., N. York, 1965, Problem 38). Na monecie (=walcu) opisana
jest sfera o promieniu R (rys. 3). Te sfere tworza wszystkie mozliwe wektory
momentu sity znormalizowane do dlugosci R, zaczepione w $rodku ciezkosci
walca. Sa to tez wszystkie mozliwe kierunki rzutu srodka ciezkosci walca. Aby
spelni¢ warunki zadania, trzecia cze$¢ powierzchni kuli powinna przypadaé na
sytuacje, gdy rzut $rodka ciezkosci pozwala na ladowanie monety na krawedzi.
Poniewaz pole warstwy kulistej jest proporcjonalne do jej grubosci (= 27w Rg), wiec
nasza moneta powinna mie¢ grubos¢ rowna 3 $rednicy sfery opisanej na monecie.
Zatem .
9=3" 2R, czyli 2R = 3g.
Pozostaje obliczyé¢ grubosé takiej monety w stosunku do jej $rednicy. Tu
wystarczy Pitagoras:
1
¢>+d*=(2R)? skadg=—=

d~ 0,353 - d.
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Kto ma racje?

Dowody ,,just-do-it” w zadaniach o przeliczalnosci

*student, Uniwersytet Cambridge

We wrzesniu 2018 roku mial miejsce
kolejny, trzeci miedzynarodowy obéz
matematyczny Maths Beyond Limits,
odbywajqgcy sie corocznie w Mildwce kolo
Zywca. W zeszlym roku wzielo w nim
udzial 60 licealistéw z 12 europejskich
panstw. Rekrutacja uczestnikow na
tegoroczny obdz jest juz zakoriczona,
natomiast potencjalni tutorzy wciqz
mogq zglaszaé sie do prowadzenia zajec.
Szczegoly dotyczace aplikacji oraz obozu
dostepne sq na stronie
mathsbeyondlimits.eu

Przeliczalnie wiele, czyli tyle, ze mozna
je ponumerowaé liczbami naturalnymi.

Robert CRUMPLIN*

W zesztym roku (juz po raz drugi!) mialem przyjemnosé pelnié¢ funkcje tutora
podczas obozu Maths Beyond Limits. Poprowadzitem dwie serie zajeé, z ktorych
jedna dotyczyta teorii mnogosci. Starajac sie da¢ uczestnikom podstawy
arytmetyki zbioréw nieskonczonych w zajmujacy i bezbolesny, mam nadzieje,
sposéb, pokazatem ciekawe zadania, wykorzystujace rozne metody i pomysty.
Jeden z nich jest szczegdlnie warty uwagi. . .

Zadajac proste pytanie ,,Czy istnieje zbiér [...]| spelniajacy warunki [...]?”,
mozna wygenerowaé wiele zadan. Niektérzy nawet zaznacza, ze przeliczalnie
wiele. Struktura zbioréw jest na tyle prosta, ze jesli rozwiazanie istnieje

(i przypadkiem nie jest réwnowazne hipotezie continuum), prawdopodobnie
znajdziemy je, korzystajac z podstawowych wtasnosci funkcji dziatajacych
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mathsbeyondlimits.eu

Gesty podzbiér plaszczyzny to taki, ktéry
ma przynajmniej jeden punkt wspélny

z dowolnym podzbiorem otwartym
plaszczyzny. Np. zbiér wszystkich
punktéw o wspélrzednych niewymiernych
Q x Q jest podzbiorem gestym
plaszczyzny. Jezeli z tego zbioru
wyrzucimy punkt o wspélrzednych
(v/2,V2), to zbiér nadal bedzie gesty.

Jezeli Az jest gesty w zbiorze Ay, a As
jest gesty w zbiorze Az, to z tego wynika,
ze Az jest gesty w Aj.

Kule otwarte na plaszczyznie to nic
innego niz kota bez brzegu.

Jeszcze uzasadnienie, dlaczego faktycznie
zbidér A jest gestym podzbiorem
ptaszczyzny: w dowolnym zbiorze
otwartym mozna umiescié¢ ktéry$ ze
zbioréw D, (dowolnie mala kula), a z nim
zbiér A ma na pewno co najmniej jeden
punkt wspélny.

w

Rozwigzanie zadania F 978.
Podczas doktadnego wazenia nalezy
uwzglednié sity wyporu powietrza.
Réwnowaga mas na szalkach wagi
oznacza réwnowage ciezaréow

z uwzglednieniem sil wyporu powietrza:
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=g\ mm — PP s
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gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.
Otrzymujemy stad:
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Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy M = 30,027 g.

na zbiorach. Dodatkowo, czasem warto przeformulowaé problem, powiazac

go z czyms$ dobrze znanym, pozwalajacym lepiej go zwizualizowaé (np. myéleé
o podzbiorach plaszczyzny zamiast o calej plaszczyznie). Dobrym planem ataku
moze by¢ wiec nie préba znalezienia abstrakcyjnego dowodu, a konstrukcja
przykladu metoda just-do-it! Jezeli zbior rzeczywiscie istnieje, by¢ moze nie
bedzie trudno go znalezé. Jezeli za$ pomysty (badZ nerwy) wyczerpia sie, mozna
sprobowaé dowiesé jego nieistnienia.

Metode just-do-it dobrze promuje na swoim blogu Medalista Fieldsa, Tim
Gowers, poprzez nastepujace zadanie:

Czy istnieje gesty podzbior plaszczyzny, ktéry nie zawiera trzech wspotliniowych
punktéw?

Istnienie takiego zbioru byloby raczej zaskakujace, majac na uwadze, ze zbiory
geste sa w pewnym sensie duze (w odniesieniu do zbioru, w ktérym sa geste),
natomiast brak trzech wspélliniowych punktéow sugeruje, ze zbiér powinien by¢
maty. Wszelkie watpliwosci znikng jednak, gdy zastosujemy podejscie just-do-it.
Oczywiscie zachecam Czytelnika do proby samodzielnego rozwiazania przed
przejéciem do dalszej czesci tekstu.

Sprobujmy zatem 6w zbiér skonstruowaé. Oznaczmy go przez A. Wiemy, ze
zbior punktow o wspdlrzednych Q x Q jest gesty na plaszczyznie. Zauwazmy,
ze wystarczy pokazaé gestosé zbioru A wzgledem zbioru Q x Q. Zamiast
analizowaé calg plaszczyzne na raz, rozwazmy jej mniejsze kawalki: kule
otwarte {B((p, q), %) |(p, q) € Q x Q,n € N} o srodkach w punktach Q x Q

i promieniach % Czyli dla kazdego punktu z Q x Q rozwazmy przeliczalnie wiele
kul (moga mie¢ dowolnie maly promien). Przeformulujmy zadanie nastepujaco:
»Dany jest przeliczalny zbiér kul otwartych D, Dy, ... Czy istnieje zbiér A
(podzbiér Q x Q) taki, ze AN D, jest niepusty dla kazdego n i zadne trzy punkty
z A nie lezg na jednej prostej?”. Zbiér A skonstruujemy indukcyjnie. Niech aq
bedzie dowolnym punktem z D;, natomiast as dowolnym punktem z D,. Dalej,
wybierzmy as € D3 takie, ze nie lezy ono na prostej zawierajacej a; i as. Kuli
otwartej nie da sie pokry¢ skoniczona liczba prostych, zatem na pewno istnieje
odpowiednie as. Te konstrukcje mozna kontynuowaé, co daje finalne rozwiazanie.

Okazuje sie zatem, ze nasza konstrukcja sprowadza sie do kilku pomystéw, ktore
mozna uogdlni¢ do calej klasy zadan tego typu. Po pierwsze, skorzystaliSmy

z faktu, ze zbiér R x R ma przeliczalny podzbiér gesty (jest osrodkowy). Pozwolito
nam to sprowadzi¢ problem do podobnego, prawie ze skonczonego i umozliwito
konstrukcje krok po kroku. Jedyne, co pozostalo, to zacisnaé¢ zeby i dokoniczy¢
rozumowanie.

Podczas moich zajeé¢ wiele zadan mozna byto rozwigzaé, korzystajac
z podobnego rozumowania. Na przyktad:

Cgzy istnieje nieprzeliczalny zbiér parami roztacznych balwankow na
plaszczyznie?

Balwankiem nazywamy tu niezdegenerowang figure w ksztalcie 6semki (np. dwa
zewnetrznie styczne okregi).

Nie mozna zapomnie¢, ze funkcje w pewnym sensie sa takze zbiorami, czyli
ze o f: A — B mozna mys$le¢ jako o podzbiorze A x B. Mozemy zatem mieé
nadzieje, ze pytania o istnienie funkcji o okreslonych wlasnosciach mozna
rozwigzywaé podobnie. Warto przyjrzeé sie nastepujacemu zadaniu:

Wykazaé, ze dla kazdej funkcji g : Q x Q — R istnieje funkcja f: Q x Q — R
taka, ze f(x, A\x + u) — g(\, p) przy « — co. W przypadku probleméw, wystarczy
przypomnie¢ sobie przytoczone rozumowanie i... Just do it!

Thumaczyli Anna ZEN (MISMaP UW) oraz
Pawel PIWEK (Uniwersytet Cambridge)



