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Nieskonczonosé: 4. Nie kazda jest taka sama!

W poprzednim odcinku sprawdziliSmy, ze zbior liczb naturalnych jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych (takze zbiér liczb catkowitych jest
réwnoliczny z kazdym z nich). Inaczej méwiac, mozna ustawi¢ liczby wymierne
w pary z liczbami naturalnymi w taki sposéb, ze kazda liczba wymierna stoi

w parze z dokladnie jedna liczba naturalng i kazda liczba naturalna stoi w parze
z dokladnie jedna liczba wymierna. Mozna tez powiedzieé, ze wszystkie liczby
wymierne da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta.

Wobec tego kazde dwa rozwazane do tej pory zbiory nieskoriczone okazywaly sie
réwnoliczne. A moze po prostu zawsze tak jest? Moze kazde dwa nieskonczone
zbiory sa réwnoliczne? Moze elementy dowolnych dwdéch nieskonczonych zbioréw
da sie ustawi¢ w pary? Moze kazda nieskonczonosé jest pod tym wzgledem taka
sama?

Okazuje sig, ze nie! Udowodnimy mianowicie, ze wszystkich liczb rzeczywistych
nie da sie zakwaterowa¢ w hotelu Hilberta. Jasne jest, ze liczb rzeczywistych
jest nie mniej niz liczb wymiernych — w takim sensie, ze kazdy z Czytelnikow
prawdopodobnie jest w stanie wskazaé liczbe rzeczywista, ktora nie jest
wymierna. Na przyktad v/2 albo takie stynne liczby, jak 7 czy e. Okazuje sie
jednak, ze jest ich duzo wiecej — jest ich wiecej rowniez w sensie rozwazanego
przez nas pojecia réwnolicznoéci zbioréw.

Zanim jednak ten fakt udowodnimy, niezbedne jest ustalenie pewnej
podstawowej wlasnosci liczb rzeczywistych. Wygodne w tym celu bedzie
wyobrazenie sobie liczb rzeczywistych jako wszystkich punktéw na prostej,
zwanej osia liczb rzeczywistych. Przy takim wyobrazeniu stanie sie jasne,

ze jedli rozpatrze dowolny ciag coraz krotszych domknietych przedzialéw

Iy 211 213D ...,z ktérych kazdy kolejny zawiera si¢ w poprzednim, to
istnieje punkt na osi (czyli liczba rzeczywista), ktory nalezy do wszystkich tych
przedzialéw. Mam nadzieje, ze wszyscy Czytelnicy zgodza si¢ z ta wlasnoscia,
a zreszta definicja zbioru liczb rzeczywistych bezposrednio wlaénie na tej
wlasnosci jest oparta.

Majac to w pamieci, przejdzmy do dowodu faktu, ze liczb rzeczywistych nie

da sie zakwaterowaé¢ w hotelu Hilberta. Wlasciwie sprébujmy zakwaterowaé
tylko liczby z przedziatu [0, 1]. Jesli nawet ich nie uda sie zakwaterowac,

to oczywidcie tym bardziej nie da sie tego zrobi¢ ze wszystkimi liczbami
rzeczywistymi. Zalézmy jednak, nie wprost, ze jest to mozliwe. Zatézmy, ze
udalo sie zakwaterowaé wszystkie liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1] w hotelu
Hilberta. Zostata zatem stworzona lista kwaterunkowa xq, x1, x2, ... wszystkich
liczb z tego przedziatu, gdzie liczba x( to liczba zakwaterowana do pokoju

o numerze 0, liczba z; to liczba zakwaterowana do pokoju 1 itd. Co wiecej, na
tej liscie sa wszystkie liczby z rozwazanego przedziatu.

To zalozenie doprowadzi nas jednak do sprzecznosci. Podzielmy bowiem
rozwazany przedzial na trzy czesci [0,1/3], [1/3,2/3] 1 [2/3,1]. Zauwazmy, ze
jeden z tych trzech przedzialéw nie zawiera liczby x. W najgorszej sytuacji
(gdy jest réwna 1/3 lub 2/3) lezy w dwéch z nich. A zatem wybierzmy z nich
ten przedzial, w ktorym nie lezy xg. Niech to bedzie przedzial I. Nastepnie
podzielmy przedzial Iy na trzy réwne domknigte odcinki (stykajace sig
brzegowymi punktami). Zauwazamy, ze 1 na pewno nie lezy w jednym z nich.
Oczywiscie by¢é moze x1 nie lezy nawet w calym przedziale Iy. Ale jesli lezy,
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to co najwyzej w dwoch z tych trzech czedci jego
podziatu. Tak czy inaczej, jest jedna czeéé, ktorg
nazwiemy I; C Iy, w ktérej x1 na pewno nie lezy.
Dzielimy podobnie I; na trzy czesci i podobnie
wybieramy te z nich, w ktorej nie ma x2, nazywajac

ja Is. I postepujemy tak dalej, konstruujac nieskonczony
ciag coraz mniejszych domknietych przedzialéw

Ip 211 21y D ..., z ktéorych kazdy kolejny zawarty jest
w poprzednim.

Ale, zgodnie z nasza obserwacja, istnieje liczba p,
ktéra lezy we wszystkich tak wybranych przedziatach.
Zauwazmy jednak, ze p # xg, bowiem p lezy w Iy,

w przeciwienstwie do zg. Podobnie p # x1, bowiem

p jest punktem na I;, a z; nie jest. Rozumujac tak
dalej, zauwazamy, ze wobec tego liczby p nie ma

w ogéle na naszej lidcie kwaterunkowej xg, x1, o, .. .,
co jest sprzeczne z zalozeniem, ze umiesciliSmy na niej
wszystkie liczby z przedziatu [0, 1].

A zatem liczb rzeczywistych nie da si¢ zakwaterowaé
w hotelu Hilberta! Zbior liczb rzeczywistych nie jest
réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Poszukajmy innych tego typu przykladéw. Okazuje

sie, ze zbiér wszystkich nieskoniczonych ciagdw
zero-jedynkowych tez ma te wlasnosé, ze nie jest mozliwe
zakwaterowanie wszystkich jego elementéw w hotelu
Hilberta. Zalézmy przeciwnie, ze to mozliwe, i rozwazmy
liste kwaterunkowa, na ktorej przyporzadkowano
wszystkie takie ciagi do pokoi. Lista ta bedzie miala
charakter tabelki o nieskonczonej szerokosci i wysokoéci,
w ktérej w kolejnych rzedach zapisano kolejne
nieskonczone ciagi zer i jedynek przyporzadkowane

do kolejnych pokoi hotelu Hilberta. Jej lewy gérny rég
moéglby wygladaé nastepujaco:

W= O

0
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0
1
0
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W poszukiwaniu sprzecznosci spojrzmy na przekatna

tej tabelki i rozwazmy ciag zer i jedynek, w ktorym
wszystko jest zrobione ,na zto$é¢”. Niech ten ciag bedzie
skonstruowany nastepujaco: jesli poczatkowy (zerowy)
wyraz ciagu z pokoju 0 to 0, to niech nasz cigg na tym
miejscu ma 1, za$ jesli wyraz ten to 1, niech nasz ciag
ma na tym miejscu 0. Podobnie, jesli kolejny (pierwszy)
wyraz ciagu zakwaterowanego w pokoju 1 to 0, niech
nasz ciag na tym miejscu ma 1, zas jesli wyraz ten

to 1, niech nasz ciag ma na tym miejscu 0. I tak dalej,
nasz ciag na n-tym swoim miejscu niech ma te z liczb

0 lub 1, ktora nie wystepuje na n-tym miejscu ciagu
zakwaterowanego w n-tym pokoju. Gdyby lewy gorny
rog listy kwaterunkowej wygladal tak, jak przedstawiono
wyzej, nasz ciag zaczynalby sie wiec nastepujaco:
1,0,1,0,0,...

Ale tego znalezionego ciggu, wbrew zalozeniu, nie ma na
lidcie kwaterunkowej. Rzeczywiscie, rézni si¢ od kazdego
ciagu na tej lidcie: od zerowego na zerowym miejscu,

od pierwszego na pierwszym, i tak dalej, od n-tego
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ciggu na n-tym swoim miejscu. Co stanowi sprzecznosé¢
i dowodzi, ze zbiér wszystkich nieskonczonych ciagéw
zer i jedynek nie jest réwnoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych.

Aby znalezé kolejny taki przyklad, rozwazmy pojecie
zbioru wszystkich podzbioréw danego zbioru. Jesli zbiér
A to trzyelementowy zbiér oséb, do ktorego naleza
Alojzy, Bonifacy i Cezary, to zbiér jego podzbioréw
ma 8 elementow. Sa to: zbiér pusty, trzy zbiory
jednoosobowe (zbidr, ktérego jedynym elementem

jest Alojzy, zbiér, ktérego jedynym elementem jest
Bonifacy, i taki sam zbidr, tyle ze z Cezarym), trzy
zbiory dwuosobowe o elementach odpowiednio: Alojzy
z Bonifacym, Bonifacy z Cezarym i Alojzy z Cezarym,
oraz w koncu caty trzyelementowy zbior. Latwo mozna
wysnué wniosek, ze podzbioréw zbioru n-elementowego
jest 2" — zachecamy Czytelnikéw do zastanowienia

sie przez chwile, dlaczego tak jest. Zbioér wszystkich
podzbioréw zbioru A bedziemy oznaczaé jako P(A).

Rozwazmy zbiér P(N). Jego elementy to wszystkie
podzbiory zbioru liczb naturalnych, a wigec na przyktad
zbior liczb nieparzystych, zbiér licz pierwszych,

ale tez zbiér pusty. Oczywiscie P(N) jest zbiorem
nieskonczonym. Okazuje sie, ze jest on na tyle duzy, ze
takze nie jest mozliwe zakwaterowanie jego elementéw
w hotelu Hilberta. Aby tego dowie$é, zauwazmy, ze
kazdy podzbiér liczb naturalnych mozna zakodowaé

za pomoca nieskonczonego ciagu zero-jedynkowego,

w ktérym kolejne cyfry koduja obecnosé (oznaczana
jako 1) lub nieobecno$é (oznaczana jako 0) kolejnych
liczb naturalnych w rozpatrywanym podzbiorze.

Zatem kod zbioru liczb pierwszych zacznie sie od
0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,..., bowiem 0,1,4,6,8,9,10
nie s3 pierwsze, wiec na tych miejscach w ciagu widzimy
zera, a 2,3,5,7,11 sa liczbami pierwszymi, co skutkuje
jedynkami na odpowiednich miejscach ciggu.

Ale skoro kazdy podzbior zbioru liczb naturalnych ma
swoj unikalny kod w postaci nieskoiczonego ciagu zer
i jedynek (oraz kazdy ciag zer i jedynek odpowiada
pewnemu podzbiorowi liczb naturalnych), to nie

jest mozliwe zakwaterowanie wszystkich podzbioréw
zbioru liczb naturalnych w hotelu Hilberta, bowiem,
jak juz wiemy, nie da sie tego zrobi¢ dla zbioru
wszystkich ciagéw zero-jedynkowych. Zbiér P(N) nie
jest réwnoliczny ze zbiorem N. Mozemy napisaé, ze

IN[ < [P(N)].

Okazuje sig, ze zachodzi ogdlniejszy fakt. Powyzsza
zalezno$¢ jest prawdziwa dla dowolnego zbioru A
(skoticzonego lub nieskonczonego). Podzbioréw zbioru A
nigdy nie da si¢ ustawi¢ w pary z jego elementami, co
bedziemy notowaé |A| < |P(A)|. Zachecam Czytelnikéw
do zastanowienia sie, dlaczego tak jest. Wystarczy nieco
zmodyfikowaé przedstawiony dowdd, ze |N| < [P(N)[!

Twierdzenie to udowodnil juz Georg Cantor. Nosi
ono jego imie. Pora wigec wréci¢ do jego rozwazan

i przesledzi¢ historie zaskakujacego problemu,
ktérego Cantorowi nie udalo sie rozwiazaé. Ale to juz
w nastepnym odcinku.

Michat KORCH



