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Nieskoniczonosé: 3. Jak policzy¢ nieskonczone?

Kontynuujac nasza przygode z nieskoriczonoscia, sprobujmy wypracowaé
podstawowe narzedzia do jej badania. Przyda nam sie w tym celu pewna
analogia pomiedzy zbiorami nieskoniczonymi a tymi skonczonymi. Wyobrazmy
sobie dwa skonczone zbiory oséb. Powiedzmy, ze elementami pierwszego

z nich sa: Aldona, Balbina, Cezaria oraz Delfina, a elementami drugiego:
Abelard, Baldwin, Cyryl oraz Dezyderiusz. Od razu zauwazamy, ze te zbiory
majg tyle samo elementow. Jak dojé¢ do tego wniosku? Mozna policzyé
elementy w kazdym ze zbioréw i w obu przypadkach wyjdzie cztery. A co

by bylo, gdybyémy nie umieli liczy¢ do czterech? Czy jest inna metoda
pozwalajaca na stwierdzenie, ze te zbiory maja tyle samo elementéw?

Owszem, jest taka metoda — wystarczy ustawi¢ elementy pierwszego zbioru
w pary z elementami drugiego zbioru. Na przyklad, Aldone z Abelardem,
Balbine z Baldwinem, Cezari¢ z Cyrylem i Delfine z Dezyderiuszem. Skoro
udalo sie takie ustawienie w pary znalezé, to znaczy, ze te dwa zbiory
maja taka sama liczbe elementéw. I ta metoda ma przewage nad metoda
polegajaca na liczeniu elementéw obu zbioréw, bowiem mozemy ja zastosowacé
takze do zbioréw nieskonczonych. Chociaz nie jesteSmy w stanie policzy¢
do nieskonczonosci, nic nie stoi na przeszkodzie, zeby prébowaé ustawiaé
elementy nieskonczonych zbiorow w pary. Dlatego matematycy doktadnie
tak definiuja pojecie réwnolicznoéci zbioréw. Zbiory A i B sg réwnoliczne
(co oznaczane jest jako |A| = |B|), jesli elementy zbioru A mozna ustawié
w pary ze wszystkimi elementami zbioru B, tak ze kazdy z elementow jest
w dokladnie jednej parze.

Fatwo mozna zauwazy¢, ze doktadnie to robiliSmy w pierwszym odcinku
rozwazan o nieskonczonosci. Nieskorniczenie wiele jednoosobowych pokoi
hotelu (zwanego hotelem Hilberta), ponumerowanych liczbami naturalnymi
(poczynajac od zera), ustawialiémy tam w pary z elementami zbioru

gosci. W pierwszym przypadku zastanawialiémy sie nad zakwaterowaniem
nowego goscia (nazwijmy go goéciem —1) w sytuacji, gdy wszystkie
pokoje, ktérych jest nieskonczenie wiele, sa zajete. Nazwijmy goscia,

ktoéry jest w pokoju numer n, goéciem n. Okazalo sig, ze nowego goscia
mozemy dokwaterowaé¢ mimo zajetoéci wszystkich pokoi, przesuwajac
kazdego z dotychczasowych gosci do pokoju o numerze o jeden wigkszym.
Wtedy pokdj zerowy bedzie pusty i mozemy tam zakwaterowaé goscia —1.
Rzeczywiscie przyporzadkowaliémy w pary elementy zbioru gosci
{-1,0,1,2,...} = {-1} UN z elementami zbioru pokoi {0,1,2,3,...} =N,
przyporzadkowujac gosciowi n pokdj o numerze n + 1. Inaczej mdwiac,
dowiedli$my, ze zbiory {—1} UN oraz N sa réwnoliczne, co zapisujemy
INU{-1}| = N].

W drugim przypadku kwaterowaliémy dwa nieskoniczone zbiory gosci: kobiet
i mezczyzn do pustego hotelu Hilberta. DoszliSmy do wniosku, ze jest to
mozliwe, jedli bedziemy kwaterowaé ich na zmiane. Nazwijmy kolejne kobiety
kolejnymi liczbami naturalnymi {0,1,2,...}, za$ kolejnych mezczyzn liczbami
catkowitymi ujemnymi {—1, -2, -3, ...}. Kwaterujac kobiety i mezczyzn na
przemian, umie$cimy kobiety w pokojach o numerach parzystych, a mezczyzn
w pokojach o numerach nieparzystych. Precyzyjnie mdéwiac, kobiete n
kwaterujemy w pokoju numer 2n, za$ mezczyzne n (tym razem jest to

liczba ujemna) w pokoju —2n — 1. Inaczej méwiac, ustawiliémy gosci, ktorzy
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zostali nazwani liczbami catkowitymi {0,1,2,...} U{-1,-2,-3,...} = Z,

w pary z pokojami, ktérych numery to liczby naturalne N = {0,1,2,...}.

A zatem dowiedliSmy, ze |Z| = |N|, zbiory liczb naturalnych i catkowitych sa
rownoliczne. Moze by¢ to sprzeczne z intuicja podpowiadajaca, ze na kazda
niezerowg, liczbe naturalng przypadaja az dwie liczby catkowite. Niemniej
jednak w hotelu Hilberta mieszcza si¢ naraz cate dwie grupy gosci, z ktérych
kazda mogtaby sama zapelnié caly hotel Hilberta.

Na koniec pierwszego odcinka zadaliémy pytanie, co by sie¢ stalo, gdyby

do pustego hotelu Hilberta przyjechato nieskonczenie wiele autokarow,

a w kazdym nieskoniczenie wielu gosci. Czy wtedy takze bedziemy ich

w stanie wszystkich zakwaterowa¢? Przyjrzyjmy sie temu problemowi blizej.

Tym razem nazwijmy gosci parami liczb naturalnych (n, m). Pierwsza

liczba niech okreéla numer autokaru, ktérym gosé przyjechal, a druga jego

numer siedzenia w autokarze. Wszystkich gosci mozemy przedstawi¢ wiec

w nastepujacej nieskoniczonej tabelce, gdzie kolejne rzedy odpowiadaja

kolejnym autokarom godci.
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Wszystkich tych gosci mozemy zakwaterowaé! Wystarczy, ze stworzymy ich
liste, przechodzac te tabelke kolejnymi skosami idacymi z géry po prawej

w do6l po lewej. Na pierwszym takim skosie mamy goscia (0,0), na drugim
gosci (0,1) i (1,0). Na trzecim (0,2), (1,1),(2,0) itd. Gosci kwaterujemy

w pokojach w tej wlasnie kolejnosci, czyli do pokoju 0 — goscia (0,0), do
pokoju 1 — goscia (0,1), do pokoju 2 — goscia (1,0) itd. Widzimy, ze kazdy
gos¢ znajdzie si¢ w jakim$ pokoju. Przy odrobinie wysitku mozna nawet
zauwazy¢, ze gosé (n,m) znajdzie si¢ w pokoju w +n. A zatem
umiemy ustawié¢ wszystkich gosci, czyli umiemy przyporzadkowaé w pary
gosci oznaczonych parami liczb naturalnych z pokojami ponumerowanymi
liczbami naturalnymi. Inaczej méwiac, dowiedlidmy, ze zbiér wszystkich par
liczb naturalnych i zbiér liczb naturalnych sa réwnoliczne.

Co zatem mozna powiedzie¢ o zbiorze liczb wymiernych Q, czyli liczb, ktore
daja sie zapisa¢ w postaci p/q, gdzie ¢ # 0 oraz p i g sa liczbami calkowitymi?
Czy wszystkie elementy tego zbioru mozna zakwaterowaé¢ w hotelu Hilberta?
Okazuje sig, ze tak! Dla uproszczenia zajmijmy sie najpierw liczbami
wymiernymi nieujemnymi. Okazuje sig, ze zakwaterowanie ich nie rézni
sie specjalnie od poprzedniego rozwazanego przypadku — mozemy bowiem
ustawié wszystkie takie liczby w analogicznej jak poprzednio tabelce, z tym
ze trzeba wykresli¢ powtdrzenia liczb (np. 1/2 = 2/4).

0/1 842 83 6/4

/1 1/2 1/3 1/4

2/1 242 2/3 2/4

3/1 3/2 343 3/4

Nastepnie mozemy postepowaé podobnie jak poprzednio — kwaterowaé liczby
kolejno z kolejnych skoséw. Zatem zbiér liczb wymiernych nieujemnych jest
roéwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych. Latwo jednak zauwazy¢, ze caty
zbiér liczb wymiernych Q tez ma te wlasnosé — wystarczy kwaterowaé liczby
wymierne nieujemne i ujemne na zmiane. To oznacza, cho¢ znéw moze sie to
wydaé nieintuicyjne, ze |Q| = |NJ.

DowiedliSmy zatem, niekiedy wbrew intuicji, ze zbiory liczb naturalnych,
catkowitych i wymiernych sa parami réwnoliczne. Nasuwa sie wiec
nastepujace pytanie: czy moze w takim razie kazde dwa nieskoniczone zbiory
sg réwnoliczne? Préba odpowiedzi na to pytanie zajmiemy sie w nastepnym
odcinku.
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