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Zbior

Roéwnolicznosé

zamieszczony w numerze 6(529)/2018.

Zbiér to najbardziej podstawowe pojecie matematyki. Ze zbiorami mamy do
czynienia wladciwie we wszystkich dyscyplinach matematycznych. Cho¢ kazdy
Czytelnik na pewno intuicyjnie rozumie stowo ,,zbiér” (np. jako kolekcje lub
zestaw utworzony z pewnego rodzaju elementéw), to pojecie to nie ma formalnej
definicji.

Do zdefiniowania dowolnego terminu zawsze potrzebujemy uzy¢ jakiego$ innego
pojecia. Podczas studiow matematycznych kazdy student ustyszy, ze przestrzen
metryczna to zbior, w ktérym zdefiniowano funkcje odlegtosci o odpowiednich
wlasnosciach. Styszy tez, ze grupa to zbidr, na ktérym zdefiniowano operacje
mnozenia spelniajacg okreslone warunki. Zbiér jest pojeciem pierwotnym,
nie ma wigc swojej definicji — nie ma innego pojecia, na ktérym te definicje
mozna by oprzeé¢. Kazdy Czytelnik zna jednak wiele przyktadéw zbiorow,
takich jak zbiér liczb naturalnych N = {0,1,2,3,...} czy tez zbidr wszystkich
egzemplarzy tego numeru Delty. Jest tez specjalny zbior, w ktérym nie ma
zadnych elementéw, nazywany zbiorem pustym i oznaczany ().

Zbiory jednak nie maja nieograniczonej dowolnosci w swoim istnieniu. Musza
spelnia¢ aksjomaty, czyli zdania opisujace ich podstawowe wlasnosci
(stanowiace w pewnym sensie definicje tego pojecia). Na przykiad jeden

z aksjomatow mowi, ze jesli dwa zbiory maja takie same elementy, to te zbiory
sa sobie réwne (inaczej méwiac, patrzymy wtedy na jeden i ten sam zbior).
Inny aksjomat postuluje, ze dla kazdego zbioru istnieje zbiér jego podzbioréw.
Latwo mozna wysnué¢ wniosek, ze podzbiorow zbioru n-elementowego jest 2"

— wyjaénienie w Kaciku Mlodego Olimpijczyka na stronie 25.

Zauwazmy takze, ze nie wszystkie koncepty, ktérym chcemy przypisa¢ wlasnoséé
zbioru, istnieja. Na przyktad nie istnieje ,,zbiér wszystkich zbioréw”. Widac,

ze w szczegdlnosci taki zbidr musiatby byé¢ swoim elementem, co juz jest
niepokojace. Zalézmy mimo wszystko istnienie ,,zbioru wszystkich zbioréw”

i rozwazmy jego podzbiér A zlozony ze wszystkich zbioréw, ktére nie sa
wlasnymi elementami. Zastanéwmy sie, czy A nalezy do samego siebie. Jesli
tak, to A nie nalezy do A, bo nie spelnia warunku definiujacego ten zbiér. Jesli
nie, to A nalezy do A, bo ten warunek spelnia. Ale to jest sprzeczno$é.
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Biorac dwa skoniczone zbiory, mozna na dwa sposoby sprawdzi¢, ze maja tyle
samo elementéw. Albo policzy¢ elementy w kazdym z nich, albo tez ustawié

w pary elementy pierwszego zbioru z elementami drugiego. Tylko ta druga
metoda moze by¢ zastosowana takze do nieskonczonych zbioréw. Mowimy,

ze dwa zbiory sa réwnoliczne, jesli elementy tych zbioréw mozna ,ustawic

w pary”, to znaczy elementy jednego z tych zbioréw polaczyé we wzajemnie
jednoznaczny sposob z elementami drugiego z nich. Nietrudno dowie$é, ze zbior
liczb calkowitych, a nawet zbiér liczb wymiernych sa réwnoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych — i to jest najmniejsza z mozliwych nieskonczonosci. Juz
Cantor zauwazyl, ze nie jest to prawda dla zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.
Mozna dowiesé¢, ze liczb rzeczywistych nie da sie ustawi¢ w pary z liczbami
naturalnymi. Mamy wiec tu do czynienia z inna, wieksza nieskonczonoécia.

Co wiecej, twierdzenie Cantora stanowi, ze zbiér podzbioréw dowolnego

zbioru nigdy nie jest réwnoliczny z tym zbiorem (jest w pewnym $cisle
okre$lonym sensie wigkszy). A zatem, zaczynajac od zbioru liczb naturalnych

i iteracyjnie rozwazajac zbioér wszystkich podzbioréw kolejnych konstrukcji

(na mocy twierdzenia Cantora), dostajemy nieskoniczona serie coraz wiekszych
nieskonczonosci. A to tez nie jest koniec. Mozna stworzyé nieskoriczono$é jeszcze

wigksza od kazdej ze skonstruowanych w ten sposob. )
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