Diagramy Venna

W tym artykule zajmiemy si¢ nieco dokladniej
diagramami Venna, opisanymi w znakomitym

artykule [2]. Najpierw powiemy, co to jest niezalezna
rodzina zbioréw. Przypusémy, ze mamy dang rodzine
{A4,..., A, } podzbioréw pewnego ustalonego zbioru S.
Od tej pory wszystkie rozpatrywane zbiory beda
podzbiorami tego zbioru S (bedziemy go nazywaé
przestrzenig S). Niech A’ oznacza dopelnienie zbioru A
do przestrzeni S, tzn. A’ = S\ A. Oznaczmy nastepnie
Al = A; oraz AV = Al dlai = 1,...,n. Kazdy zbiér
postaci AT* N...N A, gdzie aq, ..., a, € {0,1},
nazywamy sktadowaq rodziny {A,..., A, }. Oczywiscie

kazda n-elementowa rodzina zbioréw ma 2™ skladowych.

Sktadowymi rodziny zbioréw {A, B, C} beda zbiory:
ANB°nc’=A'nB' nC,
A'NB°NnC’=A nB' N,
A"nB'nCc’=A'nBNnC’,
A'nB'NnCc’=A nBnC,
A"NB°nct=A'NnB'NnC,
A'NB°NnC'=A NnB'NC,
A’nB'nct=A'nBnNC,
A'nB'nC'=A nBnC.

Gdy wszystkie skladowe rodziny {A44,..., A,} sa rézne

i niepuste, rodzing nazwiemy niezalezna.

A oto przyklad rodziny niezaleznej {A, B, C'}

podzbioréw przestrzeni S = {0,1,...,7}:

A={1,2,3,4}, B={2,3,5,6},C = {3,4,6,7}.

Rodziny niezalezne sa wykorzystywane w dowodach

tozsamosci z rachunku zbioréw. Prawdziwe jest bowiem
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Niech W1 (A, B,C) i Wa(A, B,C) beda
wyrazeniami rachunku zbioréw (tzn. wystepuja w nich

tylko zbiory A, B i C oraz symbole dzialan na zbiorach:

U, N, \). Jesli dla pewnej niezaleznej rodziny {P, Q, R}
podzbioréw pewnej przestrzeni S zachodzi réwnoséé
Wi(P,Q,R) = Wa(P,Q, R), to ta réwnosé¢ zachodzi
takze dla dowolnych zbioréw A, B i C.

Twierdzenia tego nie bedziemy dowodzi¢, popatrzymy
natomiast na przyklad jego zastosowania. Udowodnimy
réownosé¢ (AUB)\ C = (A\ C)U (B )\ C). Dla naszej
rodziny niezaleznej mamy:

A UB={1,2,3,4,5,6},

(AUuB)\ C={1,2,5},

A\ C={1,2},

B\ C ={2,5},

(A\C)U(B\C) ={1,2,5}.
Okazalo sig, ze dla tej rodziny niezaleznej zachodzi
dowodzona réwnoéé. Zatem ta réwnosé jest prawdziwa
dla dowolnych zbioréw A, B i C. Podobne twierdzenie
jest prawdziwe dla wyrazen zawierajacych wiecej
zbioréw. Dowod znajduje sie np. w ksiazce [1].
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Dowody takie jak powyzszy szczegdlnie tatwo
przeprowadzi¢ na rysunku. Rysujemy niezalezng rodzine
podzbioréw pewnej przestrzeni S i zaznaczamy na tym
rysunku zbiory wystepujace po obu stronach réwnosci.
Jedli oba zaznaczone zbiory sa identyczne, to réwnosé
zachodzi dla dowolnych zbioréow. Niezalezna rodzine
zbioréw {A, B, C'} najprodciej narysowaé w nastepujacy

Sposob.
A B

C

Taki rysunek nazywamy diagramem Venna. Kazdy
z n zbiordéw naszej rodziny niezaleznej {A;,..., A, }
jest narysowany w postaci pewnego podzbioru
plaszczyzny (w naszym przypadku sa to trzy kola),
przy czym rozwazana przestrzen (u nas plaszczyzna)
jest podzielona krzywymi ograniczajacymi zbiory
Aj,..., A, na 2" (unas 23 = 8) czedci. Kazda z tych
czeséei odpowiada jednej skladowej (zakladamy, ze
czedel te sa spojne, czyli w jednym kawaltku). A oto te
sktadowe:

A B

AnBncC

C

W dalszym ciagu ustalimy jednolity sposéb
numerowania sktadowych. Numerem sktadowej
AT N N A

jest liczba, ktorej kolejnymi cyframi w zapisie
w systemie dwéjkowym sa: oy, ...,a1. Na przyktad,
jesli nasza rodzina niezalezna jest {A, B, C} (tzn.
Ay = A, Ay = B oraz A3 = C), to skladowa

ANBNC=AYNASNAL
ma numer 6, gdyz liczba 6 ma zapis dwéjkowy 110.
Podobnie sktadowa

ANBNC = AiNALN A
ma numer 3, gdyz liczba 3 ma zapis dwdjkowy 11,
czyli inaczej 011. W przypadku, gdy rodzina niezalezna
sklada sie z czterech zbioréw {A, B, C, D}, to skltadowa

ANBNC'ND=AYNAINAIN A}

ma numer 10, gdyz liczba 10 ma zapis dwojkowy 1010.



A oto nasz diagram Venna dla trzech zbioréw A, Bi C
ze sktadowymi ponumerowanymi w ten sposob:

A B

/)

C

Czytelnik zechce sam sprawdzi¢, ze zbiory po obu
stronach réwnosci

(AuUB)\C=(A\C)u(B\ ()
wygladaja w nastepujacy sposob.

A B

C

Z powyzszych rozwazan widaé, ze umiejetno$¢ rysowania
niezaleznych rodzin zbioréw (czyli diagraméw Venna)
moze sie przyda¢ w praktyce do dowodzenia rownosci

w rachunku zbioréw. We wspomnianym artykule

zostala pokazana jedna metoda rysowania diagraméw
Venna. Jednak diagramy dla duzych liczb n byly

bardzo skomplikowane i mato czytelne. Powstaje
naturalne pytanie, czy mozna narysowa¢ diagram
Venna, w ktérym wszystkie zbiory maja stosunkowo
prosta postaé. Diagram Venna dla trzech zbioréw mozna
bylo narysowaé za pomoca trzech okregéw. A czy mozna
tak narysowacé cztery okregi, by tworzyly diagram
Venna dla czterech zbioréw?

Okazuje sie, ze jest to niemozliwe. Mianowicie za
pomoca trzech okregdéw mozna podzieli¢ plaszczyzne
na co najwyzej 8 czesci. Czwarty okrag przetnie kazdy
z dotychczasowych okregéw w co najwyzej dwdch
punktach; te punkty podziela go zatem na co najwyzej
6 tukéw. Kazdy tuk dzieli jeden obszar na dwie czesci.
Zatem cztery okregi dzielg plaszczyzne na co najwyzej
8 + 6 = 14 czesci. Nie otrzymamy zatem diagramu
Venna, gdyz taki diagram dla czterech zbioréw ma mieé
16 sktadowych. Rozumujac w podobny sposéb, mozna
pokazaé, ze jedli a,, oznacza maksymalng liczbe czesci,
na jakie n okregéw moze podzieli¢ ptaszczyzne, to ciag

(an) spelnia nastepujace réwnania rekurencyjne:
a1 =2, apy1=an+2n.
Nietrudno teraz dowieé¢ przez indukcje, ze
an =n? —n+2;dlan =4 otrzymamy a4 = 14. Zatem
zadna konfiguracja czterech okregdéw na plaszczyznie
nie tworzy diagramu Venna. Oczywiscie, czwarty zbior

mozemy dorysowaé do trzech okregéw inaczej.
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Na nastepnym rysunku mamy przykltad takich czterech
zbiorow.

Sktadowe na tym diagramie Venna zostaly
ponumerowane zgodnie z przyjeta wyzej zasada.
Powstaje oczywiscie pytanie, czy mozna dorysowaé
czwarty zbiér tak, by byl on zbiorem wypuklym. Gdy
bylem jeszcze studentem, wydawalo mi sie to oczywiscie
niemozliwe; zresztg tak uwazalo wielu moich kolegéw.
Nastepujacy rysunek, ktéry mimo wszystko kiedys
udalo mi si¢ narysowaé, wprawil mnie w zrozumiale
zdumienie.

D

Jeszcze inny, sktadajacy sie z czterech prostokatow,
mozna latwo narysowaé¢ samemu. Prostokaty te maja
wierzchotki w punktach o nastepujacych wspotrzednych:

A:(0,6),(6,0), (10,4), (4, 10),

B : (14,6), (10, 10), (4,4), (8,0),
C':(6,10), (4,8),(8,4),(10,6),
D : (8,10),(4,6),(6,4),(10,8).
Gdy udalo sie narysowa¢ diagram Venna, w ktorym
wszystkie cztery zbiory bylty wypukle, nalezato



sprébowaé zrobi¢ to samo dla pieciu zbioréw. Do trzech
k6t i prostokata udato mi sie dorysowaé jeszcze tréjkat.
D

Mozna rowniez narysowaé diagram Venna skladajacy sie
7z pieciu trojkatow. D

Szczegdblnie ladny jest utworzony na podobnej zasadzie
diagram Venna zlozony z pieciu elips.

Mozna takze narysowac¢ diagram Venna skladajacy sie
z szesciu trojkatow. o

Wierzchotki tych tréjkatéw maja nastepujace
wspoélrzedne:
A (221,73),(0,90), (158,184),
B (111,63), (94,262), (208, 134),
C': (200,68), (94, 116), (202, 248),
D :(136,54), (86, 138), (288, 163),
E : (300,46), (118, 78), (100, 226),
F:(192,0), (54, 80), (198, 200).
Okazuje sie jednak, ze nie mozna narysowaé diagramu
Venna zlozonego z wiecej niz szesciu tréjkatéw. Aby
tego dowieé¢, pokazemy najpierw, ze jesli ¢, jest
najwieksza liczba obszaréw, na jakie n trojkatéw moze
podzieli¢ plaszczyzne, to ciag (¢,) spelnia nastepujace
réwnania rekurencyjne: t; = 2, t,,41 = t,, + 6n.
Jeden trojkat oczywiscie dzieli plaszczyzne na dwa
obszary. Przypusémy teraz, ze mamy juz n trojkatow
na plaszczyznie. Nastepny trojkat przecina kazdy z tych
n tréjkatéw w co najwyzej 6 punktach. Te punkty
przeciecia dziela obwdd tego ostatniego tréjkata na co
najwyzej 6n czedci; kazda z tych czesci dzieli jeden
obszar na dwie czesci. Zatem maksymalna liczba czedci,
na jakie mozemy podzieli¢ plaszczyzne za pomoca n + 1
trojkatéw, wynosi co najwyzej t,, + 6n (pozostawimy
jako éwiczenie przekonanie sie, ze mozna tak umiesci¢ n
tréjkatéw na plaszczyznie, by kazde dwa przecinaly sie
w doktadnie 6 punktach; taka konfiguracja da wtasnie
t,, czesci). Teraz mozna latwo udowodnié przez indukcje,
ze t, = 3n% — 3n + 2. Mozna réwniez tatwo udowodnié,
ze jesli n > 8, to 3n? — 3n + 2 < 2". To pokazuje,
ze jeSli n > 8, to zadna konfiguracja n tréjkatéw
na plaszczyznie nie tworzy diagramu Venna. Jesli zas
n="7,t03n%—-3n+2=3-49 2142 =128 =27. Zatem
mozna tak umiesci¢ 7 trojkatow na plaszcezyznie, by
podzielily one plaszczyzne na 27 obszaréw. Jednak taka
konfiguracja nie bedzie diagramem Venna. Mianowicie
kazde dwa tréjkaty musza przecinaé sie w szedciu
punktach, a wiec wierzcholki kazdego tréojkata leza
na zewnatrz kazdego innego. Stad wynika, ze w kazdym
tréjkacie trzy obszary wewnetrzne, na ktérych brzegu
leza wierzchotki, zawarte sa tylko w tym jednym
tréjkacie, a wiec stanowia czesci tej samej skladowej.
A to znaczy, ze ta konfiguracja nie jest diagramem
Venna.
Widzimy wiec, ze istnieje diagram Venna zlozony
z sze$ciu trojkatéw i nie istnieja diagramy Venna
ztozone z n trojkatéw dla n > 7. A jak jest
z czworokatami wypuklymi? Albo z pieciokatami
wypuklymi? A czy dla kazdego n istnieje diagram
Venna zlozony z wielokatéw wypuklych? Odpowiedzi
na niektére tak postawione pytania sg znane. Myéle
jednak, ze warto pokusi¢ si¢ o to, by na podobne
pytania odpowiedzie¢ samemu. Obszerny przeglad
wiadomosci na temat diagraméw Venna mozna
znalezé w [3]; tam tez sa odnosniki do wielu innych
interesujacych zrodet.
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