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Rozwigzanie zadania F 1005.
Powierzchnia Ziemi ogrzewa atmosfere.
Ogrzana ,,porcja” powietrza o masie m
rozszerza si¢ i wznosi pod wplywem sity
wyporu, az osiagnie wysoko$é Ah, na
ktérej jej gestos¢ zrowna sie z gestosciag
otaczajacego gazu. Ze wzgledu na bardzo

male przewodnictwo cieplne wznoszaca si¢

sporcja” powietrza podlega przemianie
adiabatycznej. Zgodnie z I zasada
termodynamiki zmiana energii
wewnetrznej gazu AU w tej przemianie
réwna jest pracy sil zewnetrznych
dzialajacych na gaz:

AU = —pAV,

gdzie p oznacza ci$nienie zewnetrzne,
a AV zmiane¢ objetosci gazu. Zmiana
energii wewnetrznej gazu doskonatego
AU = ncy AT, gdzie n = m/p oznacza
liczbe moli gazu, cy

temperatury. Na podstawie réwnania
stanu gazu doskonalego mamy tez:

nRT
PR

a wiec
nRT Ap
p

pAV = nRAT —

Z drugiej strony, w warunkach réwnowagi
gazem o gestosci p, mamy

z otoczeniem
Ap = —gpAh. Dostajemy réwnanie:

—nRTpgAh
. .

n(cy + R)AT =

Po skorzystaniu z zalezno$ci nRT /p =V,

V/n =pu/poraz cp =cy + R=TR/2
otrzymujemy warunek:

AT —pg  —2pg

Ah cp TR
co po podstawieniu danych liczbowych
prowadzi do wniosku, ze w spokojnym,
suchym powietrzu spadek temperatury
z wysokoscia wynosi
9,76 K/km ~ 1 K/100 m.

jego molowe ciepto
wlasciwe w stalej objetosci, a AT zmiang

Piramida kwadratowych liczb
Maria GALUSZKA*

Piramidy w starozytnym Egipcie budowano na ksztalt ostrostupa prawidlowego
o podstawie kwadratu. Jak pokazuja zrédla historyczne, starozytni Egipcjanie
potrafili obliczy¢ objetos¢ takiego ostrostupa. Jednak ich dobrze rozwinieta,

jak na tamte czasy, matematyka, miala gléwnie zastosowanie praktyczne

i raczej nikt nie formutowal pytan, ktére miatyby na celu jedynie matematyczna
rozrywke. Jednym z matematykéw, ktéry szczegdlnie interesowal sie
rozrywkowymi zastosowaniami krélowej nauk, byt Edouard Lucas, autor miedzy
innymi stynnej gry zwanej Wieza Hanoi. W niniejszym artykule zwrécimy
uwage na sformulowany przez Lucasa problem z gatunku tych raczej malo
praktycznych. Jak zobaczymy, ma on pewien zwiazek z piramidami.

Wyobrazmy sobie piramide o podstawie kwadratu utworzona z jednakowych kul.
W 1875 roku Edouard Lucas rzucil wyzwanie czytelnikom pewnego czasopisma
matematycznego (nie byla to Delta — przyp. red.), formulujac

Zadanie. Udowodnié, Ze piramida o podstawie kwadratu uloZona z kul armatnich
sktada sie z kwadratowej liczby kul wtedy i tylko wtedy, gdy bok jej podstawy ma
dlugosé 24 kul.

Problem ten mozna zapisa¢ w formie réwnania diofantycznego

12+22+32+...+x2:y2’
gdzie z jest liczba kul armatnich w rzedzie tworzacym bok kwadratu bedacego
podstawa piramidy, a y? suma wszystkich kul sktadajacych sie na piramide.
Postugujac sie wzorem na sume kwadratow pierwszych kolejnych liczb
naturalnych, powyzsze rownanie mozemy réwniez zapisaé w sposoéb réwnowazny
jako

z(z+1)(2z +1) = 6%

Lucas postawil ponizszg hipoteze.

Hipoteza: Jedynymi parami liczb naturalnych spelniajgcymi réwnanie
z(z +1)(2z + 1) = 6y°
sgx=1,y=1orazx =24,y ="70.

Okazala si¢ ona prawdziwa, jednak poczatkowe proby jej udowodnienia

byly nieskuteczne. Sam autor rowniez opublikowal rzekomy dowdd, jednak
zawieral on luke, ktorej przez ditugi czas nikomu nie udalo sie uzupetnic.
Dopiero w 1918 roku George Neville Watson przedstawil pierwsze kompletne
uzasadnienie hipotezy Lucasa. Bylo ono jednak obszerne i wykorzystywato
zaawansowane narzedzia. Dopiero pézniej pojawily sie mniej wyrafinowane
dowody. W dalszej czesci tego artykutu przedstawimy szkic jednego z nich, ktéry
mozna uznaé¢ za stosunkowo prosty, gdyz opiera sie na elementarnej teorii liczb.

Niech para (z,y) bedzie rozwigzaniem powyzszego réwnania. W pierwszej
czesci dowodu zaldézmy, ze x jest parzyste. Pomocne beda ponizsze dwa lematy,
ktorych techniczne dowody przedstawimy w szkicowej postaci.

Lemat 1. Nie istnieje trojkqt prostokgtny o bokach catkowitych, ktorego pole jest
liczbg kwadratowg.

Szkic dowodu. Przypusémy, ze w jest najmniejszg liczba naturalng, dla ktérej istnieja x,y
spetniajace zy = 2w? oraz % + y? = 2? dla pewnego z. Zgodnie ze znang charakterystyka
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rozwiazan drugiego z tych réwnan mozemy przyjaé x = 2rs, y = r° — s> (r, s wzglednie

pierwsze) i wéwczas rs(r? — %) = w?. Ze waglednej pierwszoéci r i s wynika r = a?,
s=br—s=cir+s=d? skad (d+c)* +(d —c)® = (2a)? oraz (d + c)(d — c) = 2b°.

Mamy jednak b < w, co przeczy definicji w i konczy dowdd.

Lemat 2. Nie istnicje liczba naturalna n taka, ze 2n* + 1 jest liczbg kwadratowq.
Szkic dowodu. Niech (n,m) bedzie rozwigzaniem réwnania 2n* + 1 = m? o mozliwie

najmniejszej wartosci n. Wéwczas m jest nieparzyste i mozemy przeksztatci¢ réwnanie
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do postaci n* = 2my (my + 1). Jesli m, jest nieparzyste, to m;
i 2(m1 + 1) sa wzglednie pierwsze, a zatem dla pewnych k, [

mamy m; = k* i 2(my + 1) = I*, skad rozwazajac modulo 8,

szybko otrzymujemy sprzecznosé. Zatem m; jest parzyste

i podobnie wnioskujemy 2m; = k% i m1 + 1 =1 = u?. W tej
sytuacji 2k1 = u1(uy + 1) (gdzie k = 2k, v = 2uy + 1).

7 12 = 2u; + 1 wnioskujemy (modulo 4) parzystoéé ui, skad

up =2a* i +1 =10 czyli 2a* + 1 = (b*)?, co daje nam

sprzecznos$é z minimalnosciag n.

Lemat 3. Jedynymi liczbami catkowitymi k, takimi ze
8k* 4 1 jest liczbg kwadratowa, sa k=01 k = 1.

Szkic dowodu: Przypusémy, ze 8k* + 1 = I?. Wéwezas
I=2s+112k"=s(s+1). Jedli s jest parzyste, to s = 2a*
is+1=>0" azatem 2a* + 1 =b*, skad i z lematu 2 mamy
s =0=k. Jedli s jest nieparzyste, to s = a* i s + 1 = 2b*,
czyli a* + 1 = 2b*. Wnioskujemy stad (modulo 4), ze
liczby a i b sa nieparzyste, ponadto podnoszac ostatnia
réwnosé do kwadratu i przeksztatcajac, dostaniemy

(b* — a?)(b* + a?) = ((a* — 1)/2)%. Ze wzglednej pierwszosci
aibmamy (b* —a®)/2=c?i (b* +a?)/2 = d°, a zatem

(0? —a)? + (B* +a)? = (2d)% i (b* — a)(V? + a) = 2¢%. Zgodnie
z lematem 1 oznacza to, ze b*> = a i w konsekwencji k = 1.

Powréémy do hipotezy Lucasa. Skoro x jest parzyste,
tox, z+ 112z + 1 sa parami wzglednie pierwsze. Stad
x + 1,2z + 1, jako liczby nieparzyste, sa albo kwadratami,
albo potréjnymi kwadratami. Zatem x + 1 #Z 2 (mod 3)
oraz 2z + 1 # 2 (mod 3), a stad  # 1 (mod 3) oraz
2z £ 1 (mod 3), co daje réwniez, ze x # 2 (mod 3).
Ostatecznie x = 0 (mod 3). Wobec tego liczby = + 1
i 2z + 1 sa kwadratami (gdyby byly potréjnymi
kwadratami, nie bylyby wzglednie pierwsze z z). Wtedy
dla pewnych liczb naturalnych p, ¢, r parami wzglednie
pierwszych mozemy zapisaé

r=06¢* z+1=9p% 20+1=r>
Ponadto 6¢®> = (r — p)(r + p), a skoro p, r sa nieparzyste,
to 4 | 6¢%. Wtedy 2 | ¢2, czyli 2 | q.

Ze wzglednej pierwszosci p i r wynika wzgledna

pierwszo$¢ liczb catkowitych “52 i EE.

Niech s bedzie liczba calkowita taka, ze 2s = q. Wtedy
6s2 = 52 . 2 Skoro 52, "2 sy wzglednie pierwsze,
to otrzymujemy dwie mozliwoéci.
1) Jedna z liczb 52, T‘gp jest postaci 642, a druga B2,
gdzie A, B s nieujemne calkowite. Wtedy
p=+(64% — B?) i ¢ = 2AB. Skoro jednak
6¢>+1=x+1=p% to 24A2B%? + 1 = (64% — B?)?,
czyli (642 —3B?)? = 8B* + 1. Korzystajac z lematu 3,
otrzymujemy A = B = 1. Stad = = 6¢> = 24.
2) Jedna z liczb 52, # jest postaci 342, a druga 2B2,
gdzie A, B s3 nieujemne calkowite. Wtedy
p=+(34% — 2B?) i ¢ = 2AB. Wobec réwnosci
24A%B?% 4+ 1 = (342 — 2B?)? otrzymujemy, ze
(342 — 6B?)2 = 2(2B)* + 1. Nastepnie z lematu 2
wnioskujemy, ze nie istnieje liczba catkowita
dodatnia B spelniajaca powyzsze zalozenia. Stad
réwnanie z(x + 1)(2x + 1) = y? nie ma rozwiazain
w tym przypadku.
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Wykazaliémy wiec, ze gdy = jest parzyste, to problem
Lucasa ma tylko jedno rozwiazanie: x = 24, y = 70.

Pozostaje nam sytuacja, kiedy to = jest nieparzyste.
Najpierw odwolamy sie do do$é znanego w teorii

liczb rownania Pella, a wlasciwie do jego szczegdlnego
przypadku, to znaczy réwnania X2 — 3Y2 = 1. Wiemy, ze
jego wszystkie rozwiazania to ciag liczb

1 (a" —

2V3

1
Uy, = 5((1” +b0"), v, =

gdziea:2+\/§,b:27\/§.

Do przeprowadzenia drugiej czesci dowodu potrzebny
bedzie jeszcze jeden lemat, ktérego dowdd réwniez
pominiemy. Bazuje on na pewnej obserwacji dotyczacej
rozwigzanh réwnania X2 — 3Y?2 = 1.

b"),

Lemat 4. Niech M bedzie liczba naturalna. Wtedy
Uy, = 4M? + 3 wtedy i tylko wtedy, gdy M =1 oraz n = 2.

Dowdd wspomnianego wyzej lematu réwniez nie jest
skomplikowany, jednak opiera sie na kilku innych
obserwacjach dotyczacych wtasnosci rekurencyjnych
ciagu rozwiazan réwnania X2 — 3Y2 = 1, ktérych treéci
tutaj pominiemy, gdyz same w sobie nie sg one dla nas
szczegoblnie interesujace.

Skoro x,x + 1,2x + 1 sa parami wzglednie pierwsze,
to x jest kwadratem albo potréjnym kwadratem
ix#2 (mod 3). Woéwczas x + 1 (parzyste) jest
odpowiednio albo kwadratem pomnozonym przez 6,
albo podwdjnym kwadratem. Zatem = + 1 # 1 (mod 3),
a stad juz tatwo wywnioskowaé, ze z = 1 (mod 3)
i2x+1=0 (mod 3). Wtedy istnieja takie liczby
naturalne p, ¢, 7 parami wzglednie pierwsze, ze
r=p° r4+1=2¢ 2z +1=3r"%

Nastepnie otrzymujemy, ze 6r2 + 1 = 4z + 3 = 4p? + 3.
Ponadto

(6r? +1)% — 3(4qr)? = 12r%(3r* + 1 —4¢*) + 1 = 1.
Rownanie to przyjeto postaé¢ szczegdlnego rownania
Pella, przy czym 672 + 1 = 4p? 4 3 odpowiada wyrazom
ciagu u,. Korzystajac z lematu 3, otrzymujemy
6r2 +1 =7, codaje nam r = 1, a wtedy = = 1.
UzyskaliSmy drugie rozwiazanie problemu Lucasa. Tym
samym zakonczyliémy dowdd jego hipotezy.
Wiele informacji zawartych w tym tekscie zaczerpnetam z artykulu

W.S. Anglina The Square Pyramid Puzzle, The American
Mathematical Monthly Vol. 97, No. 2 (Feb., 1990), pp. 120-124.

Rozwazajac powyzsze piramidy, mozna zadaé sobie
réwniez pytanie, kiedy suma kul jest liczba tréjkatna,
czyli poszukaé rozwigzan rownania diofantycznego
x(x+1)2x+1) =3y(y +1).
Na to rowniez sg znane wyniki. Aby dostarczy¢ sobie
matematycznej rozrywki, czemu by nie zadaé¢ innego
warunku dla liczby bedacej suma kul? Jesli tylko mamy
do czynienia z pewnym ciagiem liczb, ktérego jawny
wzOr jest nam znany, to cala zabawa sprowadza si¢ do
rozwigzania odpowiedniego rownania diofantycznego.
Tym samym zachecam Cig, drogi Czytelniku, do
sformutowania podobnego problemu.



