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Rozwigzanie zadania F 1002.
Gdyby do Ziemi nie docieral strumien
energii ze Stonca, to temperatura jej
powierzchni mialaby wartosé, przy ktorej
strumien energii doplywajacej z wnetrza
Ziemi bylby réwny strumieniowi energii
wypromieniowanej.
Wartoéé strumienia ciepta dostarczanego
w procesie przewodnictwa cieplnego
wynosi
A dT

dp dz’
gdzie x oznacza gl¢boko$é. Strumien
energii wypromieniowanej z powierzchni:

qQu = oT*.

Drugie réwnanie opisuje promieniowanie
ciala doskonale czarnego i w przypadku
powierzchni cial ,rzeczywistych” jego
prawg strone nalezy pomnozy¢ przez
zdolnoéé emisyjng powierzchni «. Dla
powierzchni Ziemi « jest bliskie 1, a dla
materialéw tworzacych skaly
powierzchniowe mieéci si¢ w granicach
1>a>0,2.

Przyjmijmy o = 1 oraz

dT/dz = 30 K/km. Réwno$é¢ obu
strumieni energii prowadzi do
oszacowania:

1/4
T = <’i"> ~ 32 K.
o

Uwzglednienie zdolnodci emisyjnej
powierzchni wprowadziloby dodatkowy
czynnik réwny co najwyzej 514 ~ 1,5,
a wigc prowadzi do co najwyzej

T ~ 48 K.

Dominujacym zrédlem energii we wnetrzu
Ziemi sg najprawdopodobniej rozpady
jader 232Th o czasie polowicznego
rozpadu 7 &~ 14 - 10° lat, 238U,

T & 4,47 - 10° lat oraz 4”K,

T~ 1,25-10° lat.

Ziemiolubne liczby i ulotne reszty
Mariusz SKALBA*

Czlowiek twardo stapa po ziemi, a z nim pojecia, ktore stworzyl. Na przykltad
liczby sa tylko tym, do czego czlowiekowi stuza: porzadkowe, kardynalne i inne.
W skoniczonych zastosowaniach sg to liczby naturalne 1,2,3, ... i ich uogdlnienia:
liczby catkowite, wymierne, rzeczywiste i zespolone. Stowo skonczone

w poprzednim zdaniu odnosi si¢ wylacznie do opisywanego atrybutu liczonego
obiektu: a to jego rangi, a to mocy, a to fizycznych rozmiaréw. W matematyce
teoretycznej liczb praktycznie zawsze potrzebujemy nieskonczenie wiele!

Wréémy zatem na ubita przez tysiaclecia glebe teorii liczb. Jak udowodnié
najproéciej, ze réwnanie
2?2 — 20xy + y? = 100000000003

nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych z,y? Mozna na przyktad zauwazyé, ze
odpowiednia kongruencja mod 4 nie ma rozwigzan. Wynika to stad, ze kwadrat
liczby catkowitej zawsze przystaje do 0 lub 1 modulo 4, a zatem lewa jej strona
przystaje do 0, 1,2 modulo 4, a prawa do 3.

Nie zawsze jest tak latwo i o tym wladnie jest ten artykul. Rozwazmy

mianowicie réwnanie

(1) xt — 2yt =722

i zapytajmy o jego rozwiazania w liczbach catkowitych nieujemnych z,y, z.

Jesli z,y, z jest takim rozwigzaniem oraz x = 0, to —2y* = 722, a wiec réwniez
= z = 0. Zalézmy teraz nie wprost, ze istnieje rozwigzanie, w ktérym x > 0,

i rozwazajmy dalej jedno z rozwiazan, w ktorych = przyjmuje wartos¢ dodatnia

najmniejsza z mozliwych. Udowodnimy przede wszystkim, ze wowczas

(2) (z,y) = (z,2) = (y,2) = 1.
((a,b) oznacza najwiekszy wspélny dzielnik liczb catkowitych a,b.) Niech
P = {2,3,5,...} oznacza dalej zbiér wszystkich liczb pierwszych. Zalézmy, ze
istnieje takie ¢ € P, ze x = qz1, y = qy1 dla pewnych x1,y; € Ny, przy czym
x1 > 0. Po podstawieniu tych wartosci do réwnania otrzymujemy
¢' (] - 2y1) = 727
i stad dostajemy, ze z = %21, gdzie z; € Ny (réwniez dla ¢ = 7). Liczby 1, y1, 21
spelniaja zatem réwnanie , przy czym 0 < z1 = x/q < x, sprzecznosé
z wyborem z. Udowodniliémy wiee, ze (z,y) = 1. Analogicznie wykazujemy,
ze (x,2) = (y,2)=1.7Z i wynika, ze wszystkie liczby x,y, z sa nieparzyste.
Rzeczywiscie, gdyby = byta parzysta, to z wynika, ze rowniez z bylaby
parzysta, skad (z,z) > 2, sprzeczno$é z (2)). Podobunie z jest nieparzysta. Gdyby y
byla parzysta to mieliby$my kongruencje
z* =722 (mod 8),
ale to nie jest mozliwe, gdyz kwadrat liczby nieparzystej przystaje do 1 mod 8:
(2k + 1) =4k(k +1) + 1 =8m +1,
Zatem y jest réwniez nieparzysta. Wykazemy teraz, ze
(3) z = =+1 (mod 8).
Jedli z =1, to oczywiscie zachodzi. Gdy z > 1, rozpatrujemy dowolny dzielnik
pierwszy p liczby z. Mamy p # 2 oraz z réwnania wynika kongruencja
z* — 2y* =0 (mod p).
Poniewaz z = 0 (mod p), wiec y # 0 (mod p) na mocy (2). Niech ¢ bedzie takie,
ze yt =1 (mod p). Wowczas
(xt)* = 2(yt)* = 2 (mod p),
czyli kongruencja r? = 2 (mod p) ma rozwiazanie, np. r = (zt)?. Teraz trzeba
przywolaé stynne twierdzenie z teorii reszt kwadratowych. Jako pierwszy
udowodnit je Gauss:

gdzie m € Np.

Jesli p € P\ {2}, to kongruencja r?> = 2 (mod p) ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy p = £1 (mod 8).
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Rozwigzanie zadania F 1001.
Temperatura powierzchni planety ustala
sig, gdy warto$¢ strumienia energii
docierajacej do jej powierzchni réwna sig
wartosci energii wypromieniowanej. Ilo$é
energii docierajacej do Ziemi od Stonca
w jednostce czasu to:

gs = Tr(l — Az>RZS,

gdzie R oznacza promien Ziemi.
Przyjmujac, ze Ziemia promieniuje jak

cialo doskonale czarne o temperaturze Tz,

jej powierzchnia wypromieniowuje
w jednostce czasu energie réwna:

qQw = 47TR2(TT;.

Roéwnosé obu strumieni prowadzi do
wniosku, ze:

1— Az)S\ /4
TZ:<Q> ~ 254 K.
4o

Dla Marsa, poza inng wartoécig albedo,
nalezy uwzgledni¢ wigksza odlegtosé¢ od
Stonica:

Y 2 1/4
Ty = (%) ~ 208 K.
doay,
Mierzone $rednie temperatury
powierzchni wynoszg odpowiednio

Tz =288 K i Ty = 210 K. Duza réznica
obliczonej i mierzonej temperatury dla
Ziemi jest wynikiem istnienia atmosfery
(ci$nienie ,atmosferyczne” na Marsie
wynosi 0,006 atm) i zwigzanego z nig
efektu cieplarnianego.

Podsumujmy: liczba z jest iloczynem swoich czynnikéw pierwszych p, a zatem
(3) zachodzi. Skoro z = 8k £ 1, wiec 22 = 16(4k? £ k) + 1, czyli 2 = 1 (mod 16).
Z podobnych powodéw x* =1 = y* (mod 16). Zatem lewa L i prawa P strona
réwnania spelniaja nastepujace kongruencje:

L=1-2-1=15 (mod 16), P=7-1=7 (mod 16),
co daje upragniona sprzecznosc.
Jedynym rozwiazaniem réwnania w liczbach catkowitych jest wiec tréjka

x =y =z=0. W finale dowodu rozstrzygajaca role odegraly rozwazania
modulo 16. Nie jest jednak prawda, ze kongruencja

zt — 2y = 72% (mod 16)
nie ma rozwiazan w liczbach nieparzystych. Wystarczy wzia¢ =1,y =1, z = 3.
Nie jest to przypadek. W pozostalej czeéci artykutu pokazemy, ze dla kazdej
liczby m > 1 istniejg liczby calkowite x, z spelniajace kongruencje
(4) ' —2 =72 (mod m).
Oznacza to, ze strategia dowodu, ze réwnanie nie ma catkowitych rozwiazan
poza x = y = z = 0, polegajaca na szukaniu liczby m, dla ktorej kongruencja

z* — 2y* = 72% (mod m)
nie ma rozwiazan x,y, z spelniajacych (z,y, z,m) = 1, nie moze si¢ powies¢.
7Z twierdzenia chinskiego o resztach wynika, ze mozna si¢ ograniczy¢ do
przypadku, gdy m = p*, gdzie p € P. Najpierw rozpatrzmy przypadek p = 2
i potézmy xz = 1. Wykazemy, ze dla kazdego k > 1 istnieje 2 spelniajace
kongruencje
(5) 722 41 =0 (mod 2%).
Dla k < 3 bierzemy z, = 1. Zal6zmy teraz, ze dla pewnego k > 3 istnieja
takie 2y, tx, ze 722 + 1 =1y, - 2% Wykazemy, ze istnieja takie 241, tpr1, e
72’,%+1 +1 =ty - 28 Niech zp 1 = 2p +ux2F~1, gdzie uy, dobierzemy za chwile.
Modulo 2F*! mamy

Tep +1="T(z + w2t 2 41 =
= 72}3 + 14 ug - 7Zk2k = Qk(tk + ug - 7Zk)

Liczbe uj dobieramy tak, aby prawa strona powyzszego wzoru byta podzielna
przez 2kt

1 gdy t =1 (mod 2).
To dziata, gdyz 7z jest nieparzyste.

{O gdy tx =0 (mod 2),
Uk =

Zajmiemy sie teraz kongruencja @) dla m = p*, gdzie p € P\ {2,7} . Dla
x =0,1,2 otrzymujemy odpowiednio kongruencje
722 = —2 (mod p*), 72% = —1 (mod p*), 722 =14 (mod p*).
Niech t spetnia warunek 7¢ = 1 (mod p*). Powyzsze kongruencje sa réwnowazne
nastepujacym:
(6) 22 = =2t (mod p¥), 2% = —t (mod p*), 2% =2 (mod p*).
Poniewaz zredukowana grupa reszt modulo p* jest cykliczna oraz
(—2t)(=t) -2 = (20)2,
wiec przynajmniej jedna z kongruencji @ ma rozwiazanie z (jedna lub
wszystkie). W istocie chodzi tu o to, ze iloczyn niereszt kwadratowych jest reszta
kwadratows itd. Czytelnikowi pozostawiamy przypadek m = 7.
Podobng wlasnosé jak réwnanie maja rownania
32% + 4y + 523 = 0 [E. Selmer, 1951],
z* —17y* = 222 [H. Reichardt, 1942].
Byly to w zasadzie pierwsze przyklady nietrywialnych réwnan diofantycznych,
ktore nie spelniaja zasady lokalno-globalnej, czyli nie maja nietrywialnych
rozwiazan wymiernych, mimo ze odpowiednie kongruencje mod m maja
nietrywialne rozwiazania dla kazdej liczby m > 1. Nie ma takich réwnan
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stopnia < 2 dowolnej liczby zmiennych, gdyz zachodzi nastepujace stynne
twierdzenie Hassego—Minkowskiego:

Niech f(x1,za,...,2,) = Z” ai;x;x; bedzie formg kwadratowq nieokreslong
o wspdlczynnikach catkowitych. Jesli dla kazdego m > 1 kongruencja
f(z1,...,2,) =0 (mod m) ma rozwigzanie x1,xa, ..., T, spelniajgce
(x1,22,...,Tn,m) =1, to istniejg x1,...,x, € Z, e f(x1,...,2,) =0 oraz

(1,...,xn) #(0,...,0).

Nierozwiazalnosé kongruencji ' = 0 (mod m) dla liczby m odpowiednio dobranej
do badanego réwnania diofantycznego F' = 0 jest ewidentng przeszkoda dla jego
rozwigzalnosci w liczbach catkowitych. Przyktady takie, jak Selmera, Reichardta,
réwnanie i wiele, wiele innych dotykaja trudnej rzeczywistosci: czasem
przeszkody na drodze do rozwiazalnoéci sa bardziej subtelne i glebiej ukryte.

I tak np. réwnania reprodukowane w tym tekscie daja nietrywialne elementy
grupy Szafarewicza—Tate’a odpowiednich krzywych eliptycznych. Kryje sie

za tym wszystkim matematyka nowoczesna i abstrakcyjna, ale jednoczesnie
bardzo, bardzo konkretna — nasz przyklad réwnania ilustruje oczywiscie
tylko ten drugi aspekt. Ma to by¢ jednak wystarczajaca zacheta dla Czytelnika
Zainteresowanego teorig liczb, aby poglebi¢ swoje studia tego fascynujacego
dzialu matematyki :)

m Z.adania

Przygotowat Lukasz RAJKOWSKI

M 1639. Znajdz wszystkie funkcje f: R — R spelniajace dla wszystkich z,y € R
nieréwnosc¢

fle+y) +y < f(f(f(2)))
Rozwigzanie na str.

M 1640. Wsréd dowolnych trzech uczestnikéw pewnego kétka matematycznego
mozna wskazaé¢ dwéch, ktérzy wzajemnie sie lubia, a wérdod dowolnych czterech
uczestnikdéw sa dwaj tacy, ktérzy sie wzajemnie nie lubia. Zakladajac, ze
kazdych dwéch uczestnikéw darzy sie wzajemna sympatia lub antypatia, znajdz
najwieksza mozliwg liczbe uczestnikow kotka.

Rozwigzanie na str.

M 1641. Udowodnij, ze liczba skladajaca si¢ w zapisie dziesigtnym z 2" jedynek
ma co najmniej n réznych dzielnikéw pierwszych.
Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1001. Oszacuj temperatury powierzchni Ziemi i Marsa, jakie ustalilyby sie,
gdyby jedynym zrédiem energii bylo promieniowanie stoneczne. Uwzglednij
odbicie czesci promieniowania od powierzchni planety. Dla Ziemi u$redniony
wzgledem czasu ulamek odbijanej energii stonecznej (albedo) wynosi Az = 0,306,
dla Marsa Ay = 0,25. Strumien energii stonecznej docierajacej do Ziemi (stala
stoneczna) S =~ 1,36 kW /m?, stata Stefana-Boltzmanna o ~ 5,7 - 1078 Wm 2K~
Duza pétos orbity Marsa ay ~ 1,55 au (au =~ 1,5 - 101* m oznacza tzw. jednostke
astronomiczng réwna duzej poélosi orbity Ziemi ay).

Rozwiazanie na str. [7]

F 1002. Temperatura skal tworzacych plaszcz Ziemi ro$nie wraz z gltebokoécia.
Szybkos¢é obserwowanej zmiany zalezy od miejsca na powierzchni Ziemi. Ocenia
sie, ze z dala od granic plyt tektonicznych wynosi od 25 K/km do 30 K/km.
Oszacuj, jaka bylaby srednia temperatura powierzchni Ziemi, gdyby nie
ogrzewalo jej Stonce. Dla skal przyjmij sredni wspotczynnik przewodnictwa
cieplnego A ~ 2 Wm~'K~!. Stala Stefana-Boltzmanna o ~ 5,7 - 1078 Wm—2K~*.
Rozwigzanie na str. [0]
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