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Tréjkat harmoniczny — blizniak tréjkata Pascala

* Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie
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Dowdéd twierdzenia 1.

Rozumowanie przebiega indukcyjnie
wzgledem n. Sprawdzenie przypadkéw

n = 1 oraz n = 2 zostawiamy
Czytelnikowi i przechodzimy do zatozenia
indukcyjnego. Zalézmy zatem, ze wzér
jest prawdziwy dla pewnego n > 1 oraz
k=1,...,n. Wykazemy, ze wzér zachodzi
dla n + 1 oraz wszystkich k£ od 1 do

n + 1. Rozumowanie ponownie przebiega
indukcyjnie, przy czym przypadek

k =1 jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze
tozsamosé jest prawdziwa dla pewnego

1 < £ < n. Wtedy korzystajac z faktu i po
stosownych przeksztalceniach:

H(n,t+1)=H(n—1,4) — H(n,{) =
o
R (0)

(n—1—20)!n—L(n—2L)!
= In! =
(=1 nn—-1-0!—(n—£0)}
B n!
e+ D (n—-1-0)!
B £+ 1)n! B

1

€+1(,5)
Rozumowanie to konczy oba
postepowania indukcyjne.

n
Réwnosé Z (Z) = 2™ otrzymujemy,
k=0
liczac na dwa sposoby liczbe podzbioréw
zbioru n-elementowego.
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Karol GRYSZKA*

Trojkat Pascala zna praktycznie kazdy. Widoczny ponizej z lewej strony tréjkat
ma te wlasnosé, ze kazda liczba jest suma dwdéch liczb stojacych bezposrednio
nad nia (z wylaczeniem wierzchotka tréjkata oraz jego prawego i lewego boku,
gdzie znajduja sie jedynki). Z kolei w trdjkacie po prawej stronie kazda liczba
jest suma dwoch liczb stojacych bezposrednio pod nig. Na jego prawym oraz
lewym boku znajduja sie odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych — liczby
harmoniczne. Taki obiekt nazywa sie trdojkatem harmonicznym. Konstrukcje
obu tréjkatéw mozna oczywiscie kontynuowaé w nieskonczono$é. . .

Spogladajac na oba trojkaty, mozna dostrzec pewne

% zaleznoéci zachodzace miedzy nimi. Na przyktad liczby
% % w ostatnim widocznym wierszu trojkata Pascala sa

1 1 1 dzielnikami mianownikéw liczb ostatniego wiersza
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171 1T trojkata harmonicznego. W tym teksScie przyjrzymy sie
4 L 12 L 12 L 4 L doktadniej trojkatowi harmonicznemu.
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1 1 1 1 1 Niech P(n,k) oznacza k-ty wyraz n-tego wiersza
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w tréjkacie Pascala (wiersze oraz wyrazy numerujemy
od 0), a H(n, k) oznacza k-ty wyraz n-tego wiersza
w tréjkacie harmonicznym (numerujemy od 1).
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Wprost z opisu konstrukcji trojkatéw otrzymujemy nastepujace relacje:
P(n,k)+ P(n,k+1)=Pn+1,k+1), Hnk)+H(nk+1)=H(n—1,k).
Wartosé P(n, k) to (Z) Nasuwa sie wiec pytanie o ogdlny wzér dowolnego wyrazu

tréjkata harmonicznego.

Twierdzenie 1. Wartosé k-tego wyrazu w n-tym wierszu trojkgta harmonicznego
opisuje wzor

H(n,k) = co dlan > 1,k >1 mozna zapisaé jako

1
k() n(i1)
Z tego wynika nastepujaca zalezno$¢ miedzy wartosciami obu tréjkatéw
H(n,k) = (nP(n—1,k—1))"L
Korzystajac z tego wzoru, otrzymujemy na przyklad, ze piaty wiersz trojkata
harmonicznego to
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Twierdzenie 2. Dla dowolnego n zachodzi réwnosé > H(n,k)~1 =n2n~1
k=1
Dowéd. Sume > H(n,k)~! mozna zapisaé¢ w postaci
k=1
n n n—1
n n—1 n—1
Sor(p) =i y) = (")
k=1 k=1 k=0
i wystarczy teraz skorzystaé ze znanej réwnosci
n—1
n— 1) 1
(") - .
k=0 ( K

W trojkacie Pascala mozna znalez¢ wiele ciekawych zalezno$ci na sumy
wybranych elementéw. Jedng z najbardziej zaskakujacych jest zwiazek

.
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gdzie F), jest n-ta liczba Fibonacciego. Mniej znana jest natomiast relacja
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Przez skos trojkata zawsze bedziemy

oznaczaé zbiér liczb stojacych na odcinku

réwnoleglym do boku tréjkata,

o poczatku
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w jego boku.
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35—1

=1+1+14+1+2+1+3
+3+1+6+4+10.

Oznacza to, ze jezeli wezmiemy liczby znajdujace sie na skosie tréjkata
(dowolnym skosie, ale réwnoleglym do jego boku; patrz rysunek), to suma liczb
na tym skosie bedzie réwna liczbie pod nim (tej, ktéra nie lezy na przedluzeniu
skosu), na przyktad

35=15+10+6+3+1, 35=20+10+4+1, 21 =15+5+1.

Istnieje analogiczna relacja dla tréjkata harmonicznego, ktora sformutujemy w
kolejnym twierdzeniu.

o0
Twierdzenie 3. Dla dowolnych n oraz k zachodzi H(n, k)= . H(m,k+1).
m>2n+1
Powyzsza rownosé oznacza w szczegdlnosci, ze kazda liczba harmoniczna jest
nieskonczong suma liczb na skosie trojkata, na przykitad % = % + 2—10 + & +...
Co wiecej, analogiczna réwno$é jest prawdziwa dla kazdej liczby w tym
trojkacie.

Dowdd. Dla ustalonego N > n + 1 mozemy, korzystajac z rekurencyjnej definicji
elementéw trojkata harmonicznego, napisac

N N
> Hmk+1)= > (H(m-1,k)—H(m,k)) = H(n,k) — H(N,k).
m>2n+1 m>n+1
Teza twierdzenia wynika teraz z oczywistego faktu, ze granica H (N, k) przy N
dazacym do nieskonczono$ci wynosi 0. (Il

Spoéjrzmy teraz na ulamki znajdujace si¢ wewnatrz trojkata harmonicznego,
czyli te, ktére nie znajduja sie na jego bokach (patrz rysunek obok).

Jaka jest suma wszystkich takich wyrazéw? Odpowiedz jest zaskakujaco prosta.

co n—1

Twierdzenie 4. Zachodzi wzér >, Y. H(n,k)=1.

n>3 k=2
o0
Dowdd. 7 twierdzenia 3 wynika, ze 1 = > H(n,2). Korzystajac raz jeszcze

n>2
(i wielokrotnie) z twierdzenia 3, otrzymujemy

1= iH(nﬂ) = H(2,2) + iH(n,z) = iH(n,B) + iH(nﬂ) -

n>=2 n>3 n>=3 n=3
[e.e] oo o0 o0 (o]
=H(3,3)+> Hn3)+> Hn,2) =Y Hn4)+Y Hn3)+> H(®n?2).
n>4 n=3 n=5 n>4 n=3
Postepujemy tak analogicznie az do réwnosci
oo o0
1= Y Hnk).
k=2 n>k+1
Zamieniajac kolejno$¢ sumowania (we wzorze powyzej — sumujemy po skosach),
otrzymujemy teze. O

Twierdzenie 4 mozna uogdlnic!

Twierdzenie 5. Dla dowolnego n i dowolnego k prawdziwa jest réwnosé

e’} m+k—nm—1
H(nk)= Y > H(m,0).
m>=n+2 l=k+1

Dowbéd powyzszego twierdzenia w oparciu o przedstawione powyzej wyniki
pozostawiamy Czytelnikowi Dociekliwemu.

Twierdzenia 4 i 5 maja nastepujaca interpretacje: kazdy element trojkata
harmonicznego jest suma wszystkich elementow w tréjkacie, ktére leza ponizej
i pomiedzy dwoma skosami zawierajacymi dana liczbe. Mozna zapytac¢ o to,
czy istnieje jakas analogia twierdzenia 6 dla tréjkata Pascala. Czytelnik moze
sprawdzié¢, ze kazdy element tréjkata Pascala pomniejszony o 1 jest suma
wszystkich elementow tego tréjkata, ktére leza powyzej i pomiedzy dwoma
skosami zawierajacymi dana liczbe. Zyczymy owocnych poszukiwan kolejnych
zaleznosci.
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