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Trudniej, a tatwie]j
Piotr CHRZASTOWSKI-WACHTEL

Sa twierdzenia tatwe i trudne do udowodnienia. Zazwyczaj im mocniejsze
sformutowanie, obejmujace wiecej przypadkéw, tym trudniej sie je dowodzi. Tak
jest na przyktad z twierdzeniem cosinuséw i twierdzeniem Pitagorasa, ktore jest
jego szczegdlnym przypadkiem. Latwiej jest udowodni¢ twierdzenie Pitagorasa;
mozna to zrobi¢ nawet w spos6b zrozumialy dla przedszkolaka (zobacz rysunek
obok). Do dowodu twierdzenia cosinuséw trzeba przynajmniej wiedzieé, co to
cosinus, w szczegdlnosci kata rozwartego.

Jest jednak metoda dowodzenia, w ktérej dowody mocniejszych twierdzen
bywaja tatwiejsze niz ich sformutowan mniej ogélnych. To indukcja
matematyczna.

Wezmy taki przyklad. Postarajmy sie udowodnié, ze suma sze$ciandow
poczatkowych n liczb naturalnych jest pelnym kwadratem, czyli kwadratem
pewnej liczby naturalnej. Sprobujmy dowodu indukcyjnego. Sprawdzamy

baze dla n = 1. Dziala: 13 = 12, czyli suma pojedynczego szescianu jedynki

jest kwadratem jednosci (dla n = 0 zreszta tez dzialal). Zalézmy teraz, ze
134+254 .. . +n3= ZZ=1 k3 = m? dla pewnego naturalnego m. Mamy wykazaé,
e 134+25+. . +nd+(n+1)3= ”+1 kP =m”? dla pewnej liczby naturalnej m’.
Stosujemy zalozenie indukcyjne: 13 + 2‘3 A4 (n+1)3 =

=S B+m+1)2=m>+(n+1)>3... i klops! Tego sie nie da juz doprowadzié
do niczego sensownego. Dowdd sie zacina.

Wystarczy jednak wzmocnié nieco teze: nie tylko twierdzié, ze jest to pelny
kwadrat jakiejs liczby, ale ja bezpoérednio wskazac: tg liczba jest suma
poczatkowych n liczb naturalnych, czyli 142+ ...+ n = w Nasze

. . . 4o 2 1)2 . .
mocniejsze twierdzenie méwi, ze >, _; k3 = %. Teraz krok indukcyjny

i . . n _ n2(n+1)2
dziala bez zarzutu: Zakladamy, ze Y, _ k3 = %

2 2
Z+11 k= %. Elementarne rachunki nas w tym upewniaja:

n+1 kg _ ZZ:1 X (n+ 1)3 _ nz(n4+1)2 T 4(n11)3 _ (n+1)24(n+2)2'

, 1 dowodzimy, ze

Co sie¢ stalo? Po prostu z mocniejszych zalozen wyciagamy wiecej wnioskow.

A 7Ze zalozenie jest czeSciowo teza? Tym lepiej! Nic dziwnego, ze przy indukcji
matematycznej krok indukcyjny dowodzi si¢ prosciej, gdy zatozenie jest silniejsze.
Zobaczmy jeszcze jeden przyktad.

Sprébujmy Wykazraé, ze dla kazdego n wartosé 1% + 2% + ...+ n—ls =3 k3
jest mmiejsza od 7. Gdyby$my uzyli zwyktej indukcji, to co prawda baza
indukcji by byla prawdziwa, bo 1 < %, ale / krokiem indukcyjnym bytoby

juz trudniej. ZaléZmy bowiem ze 13 + 23 +... .+t 3 < 2. Mamy wykazaé, ze
1% + 2% +... n3 + (nﬂ)g < . I widaé golym oklem ze zatozenie indukcyjne do
niczego nam sie nie przyda. Co z tego, ze suma odwrotnodci szesciandéw az do n
wlacznie jest mniejsza od %, skoro nie wiemy, o ile jest mniejsza i czy ﬁ tam
sie jeszcze zmiesci?

Widaé, ze duzego pola manewru nie mamy. Po prostu zalozenie indukcyjne byto
zbyt stabe. Sprc’)bujmy zatem wzmocnié¢ teze, twierdzac, ze nie tylko ta suma jest
mniejsza od , ale wrecz od 2 — %

Co? Ze to wecale nie jest prawda? Faktycznie: juz dla n =1 ta nieréwnoéé nie
zachodzi. Dla n = 2 rowniez, nawet dla n =3 okazuys sie, ze 1 + L 27 przekracza
Wartosc 17— 5 Aledlan =4 juz jest OK: 1+ g L4 27 + 671 < 2 — €O MozZna
sprawdzm za, pomocq kalkulatora, albo nawet bez

16

Teraz juz jest latwo. Stawiamy hipoteze indukcyjna, ze dla n > 4 zachodzi
1% + 2%, +. % + ﬁ < é — i Baza juZ jest udowodniona. Pozostaje
krok mdukcymy Zakladamy zatem ze L + 25 +.+ n—ld < % — #, i wykazemy,

ze 13 + 23 +. n3 + (n+1)3 < BRCESVER To juz Jest proste.

4



Mamy bowiem na mocy zalozenia indukcyjnego
mrg et st g <1t mrne

a wykazanie, ze prawa strona tej nieréwnosci jest
mniejsza od 5 — ﬁ, to juz jest elementarna algebra.
Wystarczy obie strony przemnozy¢ przez niewatpliwie
dodatnia warto$é n%(n + 1) i zredukowaé powstala
nierownos$¢ do réwnowaznej oczywistej
-n?—-3n—-1<0.

W ten sposéb udowodnilismy, ze nieréwnosé ta zachodzi
dla wszystkich n > 4. Przypadki, gdy n < 4, mozemy
sprawdzi¢ recznie — ostatecznie dla n = 0,1,2, 3 liczb

po prostu wyjéciowa nieréwnosé jest spelniona z prawa
strona réwna g, a dla n > 4 nawet mocniejsza, z odjetym
sktadnikiem # po prawej stronie.

Przy okazji mozna zadaé narzucajace sie pytanie: czy

% jest najlepszym przyblizeniem sumy nieskoniczonego
szeregu odwrotnosci szeScianéw? Wiemy, ze ciag jego
sum czedciowych ro$nie wraz z n i ma ograniczenie goérne,
wiec z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze ma granice.
Czy jest nia g? Nie. Mozna lepiej oszacowadé te wartosé
z gory. Prébowalo tego wielu matematykow; pierwszym
chyba byl Euler, ktéremu nie udalo sie rozwiazac
zagadki do konca. Podal co prawda zwiazek tej granicy,
z ktorej istnienia zdawal sobie zreszta sprawe, z innymi

sumami parzystych poteg odwrotnoéci liczb naturalnych.

Cho¢ udalo mu sie wyznaczy¢ doktadne postacie granic

2
s

, e s . . [e%) 1

szeregéw z drugimi i czwartymi potegami, Y ", 5 = T
oo 1

oraz )y g1 =

Nic dziwnego. Mimo z gérag dwustuletnich staran
matematykow do dzi§ nie znamy wyrazenia definiujacego
te wartos$¢; nie wiemy, czy w ogdle takie wyrazenie
istnieje. Znamy ponad bilion (czyli 10'2) cyfr
rozwiniecia dziesietnego tej liczby, ktorego poczatek

to 1,2020569031595942853997381615. Wiemy, ze jest

to liczba niewymierna, cho¢ zostato to udowodnione
dopiero w roku 1978 przez francuskiego matematyka
Rogera Apéry’ego i od jego nazwiska stala ta jest od

tej pory nazywana stala Apéry’ego. Pojawia sie ona
zresztg w naturalny sposéb przy rozwiazywaniu pewnych
zagadnien fizycznych, jak wyznaczanie wspotczynnika
zyromagnetycznego (ilorazu momentu magnetycznego
przez moment obrotowy), a takze informatycznych przy
analizie minimalnych losowych drzew rozpinajacych graf.

7_‘,4

50> to na trzeciej potedze sig zacial.

Nie wiemy do tej pory, czy liczba ta jest algebraiczna
i czy kiedykolwiek poznamy jej symboliczna postaé
odnoszacy sie na przyktad do znanych statych, takich
jak 7 czy e. Zagadkowa sprawa.

Liczba jest algebraiczna, jesli jest pierwiastkiem wielomianu

o wspélezynnikach catkowitych. Na przyktad /2 jest algebraiczny,
poniewaz jest pierwiastkiem wielomianu z* — 2.
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i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

W ponizszych zadaniach przyjmujemy, ze wieza szachowa
atakuje inna wieze, jesli znajduje sie¢ w tej samej linii
szachownicy (tj. wierszu lub kolumnie) i pomiedzy nimi
w tej linii nie znajduje si¢ zadna inna wieza.

M 1627. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa liczbe wiez
szachowych, ktore mozna umiesci¢ na szachownicy m x n
w taki sposob, aby kazda wieza byla atakowana przez
doktadnie jedna inng wieze.

Rozwigzanie na str. [J]

M 1628. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwa liczbe wiez
szachowych, ktére mozna umieéci¢ na szachownicy m x n
w taki sposob, aby kazda wieza byla atakowana przez
dokladnie dwie inne wieze.

Rozwiazanie na str. [J]

M 1629. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe wiez
szachowych, ktére mozna umieéci¢ na szachownicy m x n
w taki sposob, aby kazda wieza, ktéra nie znajduje

sie w narozniku szachownicy, byla atakowana przez
doktadnie trzy inne wieze.

Rozwiazanie na str. [I0]

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 993. W kolejnych prébach na torze kierowca
sprawdza, jaka maksymalna predko$é¢ osigga nowy
model sportowego samochodu. W pierwszej prébie
jechal bez pasazerow i osiagnal predko$é vy =

200 km/godz. Podczas drugiej préby zabral do kabiny
samochodu 4 inzynieréw. Oszacuj, jaka predkosé vy
kierowca osiggnal w drugiej prébie, jezeli samochdd
z kierowcag ma mase 1200 kg, a kazdy z inzynieréw to
dodatkowe 80 kg. Proby byly wykonywane w takich
samych warunkach i nie zostaly w nich osiagniete
granice ,wydolnosci” silnika.

Rozwigzanie na str. [I4]

F 994. W stynnym do$wiadczeniu Ottona von
Guerickego dwa zaprzegi po 8 koni rozrywaly

dwie szczelnie przylegajace do siebie miedziane
pétkule, z ktérych wnetrza wypompowano powietrze.
Zaktadajac, ze wewnatrz pétkul o érednicy d = 42 cm
byta niemal doskonata préznia, oszacuj site potrzebna
do ich rozerwania.

Rozwigzanie na str. [§]



