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Iloraz i reszta nie sa zdefiniowane
jednoznacznie:
3=(1-9)A+d)+1=2—-)1+13) —1,
wiec reszty z dzielenia 3 przez 1 4 4 jest
zaréwno 1 jak i —i, ilorazami sg
odpowiednio 1 — ¢ oraz 2 — 4.

Szereg Leibniza i punkty kratowe
Michat KRYCH*

Nintejszy artykul zostal napisany w oparciu o ,,Geometrie pogladowq” Davida Hilberta

1 Stefana Cohn-Vossena. To wspaniala ksigzka napisana przez jednego z najwybitniejszych
matematykow w historii, na podstawie wykladow Hilberta przy udziale jego ucznia. Nieco
zapomniana; dostepna réwniez w jezyku polskim.

Powiazemy tu wzér Leibniza

T_ 4 11 1 1

4 3 + 5 7 + 9 +
z geometria (pola) i teorig liczb. Tekst jest wyraznie dluzszy od tego, ktéry
jest w ksiazce Hilberta i Cohn-Vossena, bo szkicujemy dowdd twierdzenia
z teorii liczb, na ktére autorzy jedynie powotuja sie. Pozostawimy jednak
bez dowodu niektére bardzo znane twierdzenia z teorii liczb, ze wzgledu na
ograniczenia miejsca w miesieczniku. Zaznaczy¢ warto, ze podawany zwykle
studentom pierwszego roku dowodd jest krotszy, ale zdaniem autora tego tekstu,
nie pokazuje zwigzku z geometria, ktory jest mocno sugerowany obecnoscia m we
wzorze.

Uzywaé bedziemy liczb zespolonych. Jak zwykle i2 = —1. Symbol Z[i] oznacza
zbidr liczb zespolonych, ktérych czesci rzeczywista i urojona sa catkowite. Liczby
te nazywane sg tez punktami kratowymi.

Istotny dla dalszych rozwazan jest fakt:

liczba catkowita n wieksza od 1 jest sumg kwadratow dwu liczb catkowitych wtedy
i tylko wtedy, gdy jest iloczynem dwu sprzezonych elementéw Z[i], o modulach
wiekszych od 1, co wynika z réwnosci n = 2% + y? = (x + yi)(x — yi).

W Z[i] mozna zajmowadé sie dzieleniem liczb nieomal tak, jak w zbiorze liczb
caltkowitych. Liczba z1 € Z[i] jest dzielnikiem liczby zo € Z[i] wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba ¢ € Z[i], ze 2o = qz;1. Liczba 1 + i jest dzielnikiem liczby 2,
bo 2 = (1—14)(1+4). Jedynymi dzielnikami jednosci w Z[i], czyli dzielnikami
liczby 1, sa 41 oraz +i, bo z réwnoéci 1 = qz; wynika, ze 1 = |q|?|21]?, i z tego
ze q, 21 € Z[i] wynika, ze |q> =1 =|2z1|%, ajedliz,y € Zix?+y* =1, to zy = 0.
Liczbe pierwszq w Z[i] mozna zdefiniowaé jako taka, ktérej jedynymi dzielnikami
sa dzielniki jedno$ci oraz ona sama pomnozona przez jeden z dzielnikéw
jednodci, ale sama nie jest dzielnikiem jednosci. Wtedy 2 = (1 — ¢)(1 + 4) nie
jest liczba pierwsza, ale 3 juz jest (Czytelniku: dlaczego?). Prawdziwe jest, jak
w przypadku podzielnosci w Z,

Twierdzenie (o jednoznacznos$ci rozkladu na czynniki pierwsze). Jesli z € Z[i]
nie jest dzielnikiem jednosci, to istniejq liczby pierwsze p1,pa, ..., pr € Z[i] takie,
Ze z =p1pa...px. Jesli liczby py, P, ..., De € Z[i] sq pierwsze i z = P1ps . .. D, to
k =1 i po ewentualnej zmianie numeracji ilorazy g—j sq dzielnikami jednosci w ZJi].
Dowéd mozna oprzeé¢ na nastepujacym, nietrudnym do uzasadnienia, fakcie.
Twierdzenie (o dzieleniu z reszta w Z[i]). Dla dowolnych liczb w,z € Z[i], z # 0
istniejq liczby K, 0 € Z[i] takie, Ze w = kz + o © |o| < |z|. Liczbe k nazywamy
ilorazem, a o resztq z dzielenia liczby w przez liczbe z.

Obecnos$é¢ ™ we wzorze Leibniza sugeruje, ze w ktoryms$ momencie naszych
rozwazan powinien pojawic si¢ okrag.

Twierdzenie (o podwajaniu sumy kwadratéw). Na okregu o promieniu
m i §rodku O znajduje sie tyle samo punktéw kratowych, co na okregu
o promieniu \/2m i $rodku 0.
Dowéd. Jedlim = a® +b* = (a + bi)(a — bi), to
2m = (1+4)(1 —i)(a+ bi)(a —bi) = (1 +i)(a — bi)(1 —i)(a + bi) =

= ((a+b) + (a—b)i)((a+b) — (a—b)i) = (a+b)* + (a—b)*.
Jedli zaé 2m = 2 + d?, to obie liczby c, d sa parzyste albo obie sa nieparzyste.
W obu sytuacjach liczby a = %d ib= %d sg calkowite i oczywiscie a® 4+ b% =

= (#)2 + (%d)Q = # = m. Innymi stowy, przypisujac kazdemu punktowi
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Rozwigzanie zadania F 967.

Uktad potaczonych baterii stanowi zrédto
o pewnej wypadkowej sile
elektromotorycznej £ i oporze
wewnetrznym R,,. W przypadku (a)

E =né&y, Ry = nry, a w przypadku (b)
E =E&y, Ry = 1y /n. Moc P wydzielana
na oporze R dolgczonym do zrédia

o danych £ i R, wynosi:

&R
T (R+ Ruw)?

Przy danym R,, moc P osigga maksimum
dla R = R,,. W przypadku (a) nalezy
wiec do uktadu baterii podtaczyé opér
R = nry, a w przypadku (b) R = ry/n.
Jak tatwo sprawdzi¢, moc wydzielana na
optymalnie dobranym oporze R, w obu
przypadkach wynosi tyle samo:

néfg

Ary
Takze prad ptynacy przez kazda
z n baterii i moc wydzielana na oporze
wewnetrznym kazdej z nich sa w obu
przypadkach takie same.

Rozwigzanie zadania F 968.
W jednorodnym polu magnetycznym ruch
natladowanej czastki jest zlozeniem ruchu
jednostajnego wzdluz kierunku pola
i ruchu po okregu ze stalg predkoscia
katowa w = 27 f. Sitg dodrodkowsg jest tu
sita Lorentza. Mamy wigc:
mw?r = qwrB,
gdzie r jest promieniem okregu, B = |§\,
a wr jest wartoscia sktadowej predkosci
prostopadlej do wektora indukcji B.
Otrzymujemy wiec w = ¢B/m, czyli:
qB

f=o.
2mm
Czestotliwo$é f nie zalezy od kierunku
i wartosci predkosci czastki. Fakt ten
wykorzystywany jest do wyznaczania
efektywnych mas no$nikéw pradu
(elektronéw i dziur) w poélprzewodnikach.

kratowemu (a,b) punkt (a + b,a — b) = (¢, d), okreslamy réznowartosciowe
przeksztalcenie zbioru wszystkich punktéow kratowych na zbiér wszystkich
punktéw kratowych, ktérych obydwie wspétrzedne daja te sama reszte

z dzielenia przez 2. Przy tym punktom z okregu o promieniu /m przypisywane
sa punkty z okregu o promieniu v/2m. O

7 tego twierdzenia wynika, ze liczba punktéw kratowych na okregu o $rodku
w punkcie 0 i promieniu r > 0 zalezy wylacznie od nieparzystych dzielnikow
pierwszych liczby 2. Opiszemy teraz w kilku krokach, w jaki sposéb.

Twierdzenie. Kazda liczba pierwsza p € Z, ktora z dzielenia przez 4 daje reszte 1,
jest sumgq kwadratow dwu liczb calkowitych.

Liczne dowody tego twierdzenia, sformulowanego przez Pierre’a de Fermata,
znajduja sie w wielu podrecznikach do teorii liczb oraz, rzecz jasna, w Delcie
(artykul Jedno zdanie Wojciecha Crzerwiniskiego, numer 7,/2017).

Zauwazmy, ze z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu w Z wynika, ze jesli

p = 22 + y? jest liczba pierwsza w Z i x,y € Z, to liczba = + yi jest pierwsza

w Z[i] 1 wybér liczb z,y € Z jest jednoznaczny z dokladnoscia do pomnozenia
liczby x + yi przez +1 lub +¢ oraz zmiany kolejnosci sktadnikéw. Oznacza to, ze
jeslip=4m +1 (m € Z) jest liczba pierwsza w Z, to na okregu o promieniu ,/p
znajduje sie 8 punktéw kratowych.

Poniewaz kwadrat liczby catkowitej daje z dzielenia przez 4 (w Z) reszte 0 lub 1,
wiec liczby postaci 4m + 3, m € Z nie sg sumami dwéch kwadratéw. Stad wynika,
ze liczby pierwsze postaci 4m + 3 sa réwniez pierwsze w Z[i]. Co najmniej jeden
z dowoddéw tego faktu wykorzystuje nastepujacy lemat:

Lemat (o liczbach pierwszych, ktére sa sumami dwoch kwadratéw). Jesli liczba
pierwsza p > 2 jest dzielnikiem sumy kwadratow liczb catkowitych niepodzielnych
przez p, to sama tez jest sumq kwadratow liczb catkowitych.

Dowdd tego lematu zajmuje kilka wierszy, ale go opuszczamy. Z tego lematu
wynika:

Whiosek (o dzielnikach pierwszych sumy kwadratéw dwu liczb catkowitych).
Jedli liczba n jest suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych, to kazdy jej dzielnik
pierwszy postaci 4m + 3 wchodzi w jej rozklad na czynniki pierwsze z parzystym
wyktadnikiem.

Lemat (o liczbie dzielnikéw liczby bez dzielnikéw pierwszych postaci 4m + 1).

Jeslin = qi* 'qgr" oq§3 .

4m+3; a617ﬂ27ﬂ37"'

o jesli wszystkie liczby 51, B2, B3, ..., Be sq parzyste, to liczba dzielnikow
naturalnych postaci 4m + 1 liczby n jest wieksza o 1 od liczby jej dzielnikéw
postaci 4m + 3;

e jesli co najmniej jedna z liczb B, B2, B3, - - ., B¢ jest nieparzysta, to liczba
dzielnikow naturalnych postaci 4m + 1 liczby n jest rowna liczbie jej dzielnikow
postact 4m + 3.

e qf" 1q1,92,q3,---,qe s@ liczbami pierwszymi postaci
, Be sq¢ dodatnimi liczbami caltkowitymi, to:

Dowéd. Iloczyn dowolnie wielu liczb postaci 4m + 1 jest tez liczba tej postaci.

Podobnie iloczyn parzystej liczby czynnikéw postaci 4m + 3. Natomiast iloczyn
nieparzystej liczby czynnikéw postaci 4m + 3 jest liczba postaci 4m + 3.

Bj
J

,qu_17 wiec jest

Jedli 2 | B;, to dzielnikami liczby q; 7 postaci 4m + 1 sg liczby q?7 q?7 .o, qs7, wiec
jest ich 1+ %” Dzielnikami postaci 4m + 3 sg liczby gj, q;’»’, .
ich %

B;—1

7 9
,qu, wiec jest

Jesli 24 3;, to dzielnikami liczby ¢’ postaci 4m + 1 sa liczby ¢, 2, ...,
wiec jest ich %

. 148,
1ch+TBJ.

. Dzielnikami postaci 4m + 3 sa liczby ¢;, ¢, . ..

Poprzednie dwa akapity uzasadniaja tez¢ dowodzonego lematu dla ¢ = 1.
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Rozwigzanie zadania M 1588.
Rozwazmy funkcje g(z) = f(z) — z2.
Wéwczas
oz +1) — g(z) =

=fz+1) - f(z) — (z+1)° +2° =0,
wobec czego funkcja g(z) jest okresowa
z okresem 1. Skoro [f(z)| < 1 dla
z € [0,1], to

lg(@)| = |f(z) — 2®| < [f(2)| + 2% <2
dla z € [0, 1] i w konsekwencji, wobec
okresowosci g(z), |g(x)] < 2 dla kazdego
x € R. Stad ostatecznie

2

If @) =l9(z) +2°| < |g(2)| +2° < *

co bylo do udowodnienia.

+2,

@

Rozwigzanie zadania M 1589.
Przypusémy, ze kazda osoba w danej
grupie ma co najwyzej czterech
znajomych. Wéwczas laczna liczba relacji
znajomosci w tej grupie nie przekracza
8-4 .
— = 16.
2
Tymczasem, w mysl warunkéw zadania,
S 8 . <A <
w kazdej z (5) = 56 piagtek oséb sg co
najmniej trzy znajomosci, a kazda taka
tréjka znajacych si¢ nawzajem osob
nalezy do dokladnie (8;3) = 10 piatek
oséb. Wobec tego laczna liczba
znajomosci w grupie jest nie mniejsza od
356
10
Uzyskana sprzecznos¢ oznacza, ze w danej
grupie musi istnie¢ osoba, nazwijmy ja A,
ktéra ma co najmniej 5

= 16,8.

5 znajomych. Aby
zakonczy¢ rozwigzanie, wystarczy
stwierdzié, ze wéréd znajomych osoby A
pewnych trzech zna si¢ wzajemnie, wigc
dolaczajac do nich A, otrzymujemy
czworke os6b o postulowanej wlasnosci.

w

Rozwigzanie zadania M 1590.
OdpowiedZ: Najwigksza mozliwa liczba
elementéw zbioru T' jest réwna 2n.
Przyjmujac

T={n+1n+2,..., 3n},

mamy |T'| = 2n oraz suma kazdych trzech
elementéw T jest wieksza od 3n, a zatem
nie nalezy do T'.

Z drugiej strony, zbiory Sy = {n, 2n,3n}
oraz

Sk = {k,2n — k,2n + k}
(dla k =1,2,...,n — 1) stanowig rozbicie
zbioru S, a w kazdym z nich jeden

z elementéw jest sumg trzech innych,
mianowicie

3In=n+n+n
oraz
2n+k=k+k+2n—k.
Pozostaje zauwazy¢, ze jezeli T C S oraz
|T| > 2n+1, to S, € T dla pewnego k

i w konsekwencji zbiér T' nie ma danej
w treéci zadania wlasnoéci.

Be-1

B2 o Ps . g

Zalézmy, ze liczba qfl gy - gy
oraz by_1 dzielnikéw postaci 4m + 3.

ma ay_q dzielnikéw postaci 4m + 1

Jesli 2 | By, to liczba ¢ -qu ~q§3 e qu ma ag = ag_1 - (1 + %) +bo_1 - %
dzielnikéw postaci 4m + 1 oraz by = ay_q - B‘* + bg 1° (1 + ’Bf) dzielnikéw postaci
4m + 3. Zachodzi réwnoéé ap — by = ay—q - ( + ) +bp1 - —ap_1 -5 —bp_q-
(1 + %) =ay_1—bp_1.

Jesli 24 By, to liczba ¢7* ~q§2 ~q§3 qu ma ap = agp_1 - % +bp_q - 1+2B‘5

dzielnikéw postaci 4m + 1 oraz by = ay—_1 - +be_q

4m + 3. Zachodzi wiec rownosé ay — by = 0.

1""2[5 L dzielnikéw postaci

148
2

Teza lematu wynika z powyzszych rozwazan natychmiast — prosta indukcja. O

Twierdzenie (o liczbie dzielnikéw nieparzystych). Niech n = 27 - - po?

-ps? e pRk qfl -q§2 ~q§3 o qfl, gdzie p1,p2, ..., Pk S lzczbamz pierwszyms
postaci 4m + 1, liczby q1,q2, - - -, qe s¢ liczbami pierwszymi postaci 4m + 3, m > 0,
a wykladniki aq, a0, a3, ..., ak, B1,82,03,...,8e s¢ dodatnimi liczbami catkowitymi.
Wtedy:

e jesli co najmniej jeden z wykliadnikow By, B2, B3, . . ., B¢ jest nieparzysty, to n ma
tyle samo dzielnikéw postaci 4m + 1, co dzielnikéw postaci 4m + 3;

o jezeli wszystkie wykladniki B1, B2, B3, - .., Be s¢ podzielne przez 2, to liczba n ma
oa:= (a1 +1)(ag+1)(az+1)...(ar + 1) wiccej dzielnikéw postaci 4m + 1
niz dzielnikow postaci 4m + 3.

Dowéd. Nleparzyste dzielniki hczbg/ n sa 1loczynami dzielnikow liczb

pit o pe? e pst L pet qlﬁ q . . W pierwszej grupie jest
a=(a;+1)(a2+ 1)(a3 +1).. (ak + 1) hczb Kazda z nich jest postaci

4m + 1. W drugiej grupie jest g; liczb postaci 4m + 1 i g3 liczb postaci 4m + 3.
7 lematu poprzedzajacego dowodzone twierdzenie wynika, ze jesli co najmniej
jeden wykltadnik sposréd (1, Ba, B3, - - -, B¢ jest nieparzysty, to 01 = g3, wiec
réwniez « - o1 = « - p3, co dowodzi pierwszej czesci tezy. Jesli wszystkie liczby
B1, B2, B3, ..., Be sa parzyste, to o1 = 03 + 1, wiec - g1 = « - 93 + @, a to oznacza,
ze druga czed¢ tezy tez jest prawdziwa. O

Teraz przyjrzymy si¢ dwu liczbom: 2100 i 74529000. Znajdziemy liczbe punktéw
kratowych na okregach o promieniach /2100 i /74529000 oraz powiazemy

ja z liczba nieparzystych dzielnikéw kazdej z tych liczb. Po tych przyktadach
pojawi sie twierdzenie ogdlne, ktérego dowdd jest w zasadzie powtdrzeniem
rozumowania w tych szczegdlnych przypadkach, wiec go opuszczamy.

Liczba 22 -52 - 3.7 = 2100 nie jest suma kwadratéw dwu liczb calkowitych,

bo w jej rozkladzie na czynniki pierwsze wystepuje liczba postaci 4m + 3

z nieparzystym wykladnikiem (3 lub 7). W tej sytuacji na okregu o promieniu
v/2100 nie ma punktéw kratowych. Zwréémy uwage, ze 2100 ma 6 dzielnikow
postaci 4m +1 (sato 1, 5,52, 3-7,3-7-5,3-7-52) i tyle samo dzielnikéw postaci
4m+3 (sato3,3-5,3-52 7,75 7-52).

A teraz przyjrzymy sie liczbie 23 - 53 - 132 - 32 . 72 = 74529000. Liczba 53 - 132
ma 4 - 3 = 12 dzielnikéw, wszystkie postaci 4m + 1. Liczba 3% - 72 = 441 ma

3 -3 = 9 dzielnikéw, pieé z nich jest postaci 4m + 1 (sa to: 1, 32, 3-7, 72

i 32.7?), pozostale cztery sa postaci 4m + 3 (sa to: 3, 7, 3% - 71 3 - 7?). Liczba
23 .53.132.32. 72 = 74529000 ma wiec 12 - 5 = 60 dzielnikéw postaci 4m + 1 oraz
12 - 4 = 48 dzielnikéw postaci 4m + 3. Na okregu o promieniu 2v/2 - 5v/5-13-3-7
lezy 4 - (60 — 48) = 48 punktéw kratowych, co teraz udowodnimy. Z twierdzenia
o podwajaniu sumy kwadratow wynika, ze na tym okregu lezy tyle samo
punktéw kratowych, co na okregu o promieniu 5v/5 - 13 - 3 - 7. Mamy

53.13%2.32. 72 = (24+4)%- (2 —4)® - (2+ 30)? - (2 — 3i)?- 32 - 72
Zalézmy, ze (v + yi)(x — yi) = 22 +y?> =53.132 .32 . 7% oraz z,y € Z.

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu, réwnosci |z + yi| = |« — yi| i tego, ze
sprzezenie iloczynu to iloczyn sprzezen, wynika, ze liczba = 4 yi jest iloczynem
postaci (2 + )% - (2 —4)37% - (24 3d)%2 - (2 — 3i)2792 . 3. 7, gdzie b € {0,1,2,3},
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Przypominamy, ze |z| to najwigksza
liczba catkowita z pélprostej (—oo, z].

a1 € {0,1,2,3} i ag € {0,1,2}. Jest wiec tych liczb 48. Okazuje sie, ze podobne
rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n,
otrzymujac nastepujace:

Twierdzenie (o liczbie punktéw kratowych na okregu o promieniu /n). Liczba
punktéw kratowych leZgcych na okregu o promieniu \/n jest réwna pomnozonej
przez 4 roznicy miedzy liczbg dodatnich dzielnikow postaci 4m + 1 liczby catkowitej
n > 0 1 liczbg dodatnich dzielnikow postaci 4m + 3 liczby n.

Niech N(r) oznacza liczbe punktéw kratowych w kole K (r) o $rodku (0,0)
i promieniu r > 0, wiec o polu 7r?. Kwadraty, dla ktérych te punkty sa
wierzchotkami lewymi dolnymi nieomal pokrywaja koto, cho¢ tu i é6wdzie za nie
wystaja. Suma ich pdl jest oczywiscie N(r). Kwadrat, ktéry ma punkty wspdlne
z kotem K (7), ale w tym kole nie jest zawarty, miesci sie w réznicy k6t K (r + v/2)
i K(r —+/2), wiec w pierécieniu o polu 7(r 4+ v/2)? — w(r — v/2)? = 47ry/2.
Wobec tego |N(r) — mr?| < 4mry/2, wiec |¥ -7 < %. Z otrzymanej
nieréwnosdci i z twierdzenia o trzech ciagach wynika natychmiast, ze

. N(r)
(L) A =T
Zalézmy, ze r > 10. Wtedy liczba punktéw kratowych w kole K (r) jest réwna
sumie liczb punktéw kratowych na okregach o promieniach v/n, gdzie n € [0,72]
oznacza liczbe catkowita. Przypomnijmy, ze liczba punktéw na tym okregu

jest réwna réznicy liczb dzielnikéw n postaci 4m + 1 i 4m + 3 pomnozonej

,',,2

przez 4. Dodajmy te liczby dla wszystkich n. Liczba 1 jest dzielnikiem LTJ
liczb n, liczba 3 dzielnikiem |4 | liczb n, liczba 5 dzielnikiem | % | liczb n,
liczba 7 dzielnikiem L?J liczb n itd. Oznacza to, ze na tych wszystkich okregach
znajduje si¢ lacznie

(5] [5]+[5]-[5]-) o

punktéw kratowych (dodajemy 1, bo trzeba tez uwzglednié¢ punkt (0,0)). Ta
suma w rzeczywistosci jest skonczona, bo od pewnego miejsca kolejne sktadniki
sa zerami. Wykazemy, ze

y 1 72 r2+r2 7“2+ _, 1+1 1+
roe 2 \ | 1 3 5 7| )T T3 s T

Niecha; 2> as >a3>...20 1 k< /. Niech sy, =a1—as+a3—as+ ...+
+ (=1)*~tay. Wtedy zachodzi nieréwnosé

(%) |sg—sn| = |a1—a2—|—a3—...+(—1)k*1ak—(a1—a2+a3—. (=D ay,) | <

< Qg1
Wynika ona z nieréwnosci
525 < S2j + Q2541 — Q242 = S2j+2, S2j+1 = 82541 — G242 + G243 = 52543
825 < S25 + A2j11 = S2j41,
wiec 525 < S2j42 < 52543 < 52541 dla kazdego naturalnego j. Stad w szczegdlnodci
wynika, ze jedli lima,, = 0, to ciagi monotoniczne (s2,) i (S2,+1) maja granice, te
granice sg rowne i wobec tego skonczone.

Wréémy do wyjsciowego problemu. Niech s bedzie taka liczbg naturalna, ze
2s 4+ 1 < r < 2s+ 3, oczywiscie dla réznych r otrzymujemy rézne liczby s,

w kazdym razie niekoniecznie takie same. Liczba r wyznacza s jednoznacznie
(s jest funkcja 7). Mamy 7ll>r&ri2 =0,bo0< % < 251l < %

r2

Zachodza oczywiste nieréwnosci:

ERHRERE

Z nieréwnosci (x) wynika, ze koficzac dodawanie na sktadniku (—1)%| r ]

2s+1
popetniamy btad, ktérego modut jest mniejszy od L%J < é = r. Wobec tego
1 r? r2 1 r2 r? r? 1
D ls(|=/-|=|+-)—-—=|=|-|=|+...+(-1)° —.
o & (5] (5] ) -5 (5] (5] o l35))] <
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i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

Mamy réwniez

1 1 1 1
2 1l—=-4...)—(1==+4+...+(-1)° < <
@) ‘( 3+ > < 3+ + )23—&-1)‘ 25 +3
Zauwazmy jeszcze, ze {2;-7-1J < 2;-7-1 < {2J—T—1J + 1, zatem

0< L 1] r? o
T2j4+1 r2|25+1 r2’
Liczb nieparzystych od 1 do 2s + 1 jest s + 1 < r, wiec

(3) ‘(1—;+...+(—1)3281+1>—:2(VIQJ V;J* (= {2g+1J>’

1
L =

,
Z nieréwnoséci (2), (3) i (1) oraz z nieréwnosci tréjkata (|la + b| < |a| + |b]) wynika

b))
gt ;. 1 3 =
a stad wynika, ze
el e L H - H+H - H+):
3 5 7 r—o0 12 1 3 5 7
N(r) =
rooo 412 4

1
T
ika,

Rézni ludzie, w tym bardzo wybitni, zajmowali sie réznica N(r) —7r? i uzyskiwali

coraz dokladniejsze wyniki. Przytocze niektére z nich. Carl Friedrich Gauss
(1798): |N(r) — 7r?| < 2v/2nr; Wactaw Sierpinski (1906) [N (r) — 72| < r2/3
zmniejszajac wykladnik przy r z 1 do 2/3. Najlepszy wynik w tej dziedzinie,
wedle tego co wiem, osiagnal w 2017 roku Jean Bourgain, laureat medalu

Fieldsa z 1994 roku: %Z ~ 0,627. Godfrey Hardy (1915) wykazal, Ze nie

istnieje taka stala ¢ > 0, ze [N (r) — 7r?| < er'/2, podobny wynik niezaleznie
uzyskal Edmund Landau. Hipoteza: dla kazdej liczby d > % istnieje taka stala
c > 0, ze |[N(r) — 7r?| < cr?. Do zbadania zostal juz tylko przedzial dtugosci

1 _ 105
@_5 824 0,127.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 15%8' Funkcja f: R — R spetnia dla kazdego z € R F 967. Mamy do dyspozycji n identycznych baterii
rownosc flz+1)— f(x) =22 +1 o sile elektromotorycznej & i oporze wewnetrznym
oraz | f(z)] < 1 dla z € [0,1]. Wykazaé, ze |f(z)] <22 +2 dla Tw kazda. Checemy uzyskac jak najwicksza

kazdego = € R.
Rozwiazanie na str. 16

M 1589. Grupa osmiu oséb ma te wlasnos$é, ze posréd
dowolnych pieciu spoéréd nich mozna wskazaé trzy osoby,
ktore znaja sie wzajemnie. Wykazaé, ze w tej grupie sg cztery
osoby, ktore znaja si¢ wzajemnie.

Rozwiazanie na str. 16

M 1590. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz zbiér
S ={1,2,3...,3n}. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe
elementéw podzbioru T' C S o nastepujacej wlasnosci: Dla
kazdej trojki (niekoniecznie réznych) elementéw T ich suma

nie nalezy do T.
Rozwiazanie na str. 16

moc wydzielonag na oporniku podlaczonym do
zrodla zbudowanego z tych baterii. Jaka moc
mozemy uzyskaé, laczac baterie (a) szeregowo

i (b) réwnolegle? Ile powinien wynosi¢ opér R
dotaczanego opornika w kazdym z przypadkéw, by
wydzielona moc byla maksymalna?

Rozwiazanie na str. 15

F 968. Czastka o ladunku ¢ i masie m wpada

w obszar jednorodnego pola magnetycznego.
Predkosé czastki tworzy rézny od zera kat

z wektorem indukcji B pola. Ile wynosi czestotliwos¢
f, z jaka czastka obiega kierunek pola B?
Rozwigzanie na str. 15
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