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Twierdzenia Fermata réznej wielkosci
Mariusz SKALBA*

Pierre de Fermat byl Francuzem i zyl w pierwszej polowie XVII wieku (1601-1665).
Jako radca prawny praktykowal w sadzie w Tuluzie na potudniu Francji. Naukami
Scistymi, a w szczegdlnosci matematyka, interesowal sie jako amator, ale wnidst
potezny wktad do ich rozwoju. Szczegélnie spektakularne sa jego osiagniecia w teorii
liczb i o nich traktuje niniejszy artykul. Wszyscy wiedza, ze jest Wielkie Twierdzenie
Fermata (WTwF), Male Twicrdzenie Fermata (MTwF) i jeszcze inne twierdzenia
Fermata dotyczace teorii liczb — ale ktére z nich jest najwieksze?

Liczby fascynowaly cztowieka na dtugo przed Fermatem, a wlasciwie to juz od jego
zejécia z drzewa. 7Z tego dtugiego okresu uwzglednimy tylko Diofantosa, tworzacego
(a zatem zyjacego) w starozytnej Grecji, gdyz jest on jednym z bohateréw
opowiadanej historii. Najwazniejszymi aktorami sa jednak tytutowe twierdzenia.
Oto one.

Mate Twierdzenie Fermata. Jesli n jest liczbg pierwszq oraz a jest liczbg
catkowitq niepodzielng przez n, to

(1) a"'=1 (modn).

W obecnej erze komputeréw mate twierdzenie Fermata bywa stosowane do
sprawdzania, czy dana (duza) liczba naturalna n jest pierwsza. Zilustrujemy to na

przyktadzie. Niech
n = 2% + 3 = 18446744073709551619.

Jak sprawdzié, czy liczba n jest pierwsza? Mozna, oczywiscie, dzieli¢ ja przez kolejne
liczby naturalne d i czekaé na przypadek, ze dzielenie da si¢ wykonaé bez reszty.
Wtedy n = d-n/d iliczba n jest, oczywiscie, ztozona. Wystarczy uzywaé d < \/n.
W naszym przypadku /n > 4 - 10°, a zatem grozi nam wiele dzielei z reszta, chyba
ze n ma maly dzielnik d > 1. Obok przedstawiono istotny fragment tabeli, w ktorej
przedstawiono reszty liczb 22" przy dzieleniu przez n dla k =1,2,3,...,62,63,64.

Mamy zatem
2n—1 = 927 .92 = 4. 12163041602066973456 = 11758678260848790586 = 1 (mod n)

i to na mocy malego twierdzenia Fermata koniczy dowdd, ze n nie jest liczba
pierwsza. Prosze zauwazy¢, ze przeprowadzone rachunki nie daja zadnego
nietrywialnego dzielnika d liczby n. Uzywajac innych metod, mozna pokazaé, ze

n = 467443687 - 39463029637

jest rozktadem n na czynniki pierwsze. Niestety, sa liczby zlozone n, ktére bardzo
sprytnie podszywaja sie pod liczby pierwsze — to tak zwane liczby Carmichaela.
Liczbe zlozona n nazywamy liczba Carmichaela, gdy dla kazdej liczby catkowitej a
wzglednie pierwszej z n zachodzi kongruencja (1). Najmniejsza taka liczba jest

n =561 =3-11-17 i wiadomo, ze jest ich nieskonczenie wiele.
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O MTwF mozna by méwi¢ w nieskonczono$¢ — nalezy wiec przejsé¢ do oméwienia
Wielkiego Twierdzenia Fermata. Na marginesie czytanej ksiazki Diofantosa Fermat
zanotowal zdanie réwnowazne nastepujacemu

Wielkie Twierdzenie Fermata. Jesli liczby calkowite dodatnie x,vy, z,n spelniajg
warunek n > 2, to na pewno

x4yt £ 2"
Nieudane préby udowodnienia (lub obalenia) tej hipotezy byly podejmowane
do 1993 roku, kiedy to wreszcie pelny dowdéd podal Andrew Wiles z Cambridge.
Wielokrotnie i wyczerpujaco opisywano, jak te wysitki przyczynily si¢ do rozwoju
wspoblczesnej matematyki, przynajmniej w jej czesci algebraicznej i geometryczne;j.
My ograniczymy si¢ do zaprezentowania jednego podejscia, ktére dosé szybko
okazuje si¢ zupelnie nieskuteczne, ale co zaskakujace, réwniez ono wplynelo na
rozwéj matematyki! Oprécz réwnania rozwazymy takze kongruencje

(2) 2" +y" =2" (mod q).
Wowczas WTwE dla wykladnika n > 3 wynika latwo z nastepujacego lematu.
Lemat. Jesli n > 3, to dla nieskonczenie wielu liczb pierwszych q wszystkie

rozwigzania kongruencji (2) spelniajg ryz =0 (mod q).
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Rzeczywiscie, rozwazmy hipotetyczne rozwigzanie rownania z” + y™ = 2" w liczbach
calkowitych dodatnich i liczbe pierwsza ¢ > max(z,y, z). Wéwczas kongruencja (2)
ma, oczywiscie, rozwiazanie, w ktérym zadna z liczb x,y, z nie jest podzielna przez ¢
— ta konstatacja jest jednak sprzeczna z teza Lematu.

Niestety, taki atak na WTwF nie moze sie uda¢! Pokazemy teraz na dwa sposoby, ze
powyzszy Lemat nie jest prawdziwy.

Pierwszy sposob oparty jest na stynnym twierdzeniu Schura.

Twierdzenie Schura. Zaldzmy, zZe liczby 1,2, ..., |n!-e] podzielono na n

(rozlacznych) klas. Wowczas przynajmniej jedna z tych klas zawiera dwie liczby c,b
oraz ich réznice ¢ — b.

Stosujac twierdzenie Schura, wykazemy przykladowo, ze Lemat nie jest prawdziwy
dla n = 7 (dla dowolnego n rozumowanie jest analogiczne). Rozrézniamy dwa
przypadki:

1. ¢# 1 (mod 7). Wéwezas funkcja ¢ : Zg — Z, dana wzorem ¢(t) =7 (mod q)
jest réznowartosciowa (a wiec i ,na”). Istotnie, zal6zmy przeciwnie, ze dla
pewnych z # y mamy 2’ =y’ (mod ¢), czyli (z-y~!)" =1 (mod ¢). To jednak
jest niemozliwe, bo - y~! # 1, a 7 nie dzieli ¢ — 1. Oznacza to, ze kazda
reszta modulo ¢ jest siddma potega, a zatem kongruencja (2) ma mnéstwo
nietrywialnych rozwiazan. Oznacza to, ze kazda reszta mod ¢ jest sibdma potega,
a zatem kongruencja (2) ma mnéstwo nietrywialnych rozwiazail.

2. ¢=1 (mod 7). Tutaj zalézmy, ze ¢ > 7!- e &~ 13700, 1. Liczby ¢,b € {1,2,...,q— 1}
zaliczamy do tej samej klasy, gdy (z definicji) kongruencja ¢ = bs” (mod q)
ma rozwiazanie. Jest 7 klas (abstrakcji) i na mocy twierdzenia Schura
bs” —b=bt” (mod q) dla pewnych b, s,t. Mamy wiec t” + 17 = 57 (mod q) i,
oczywiscie, gft-1-s.

A oto kolejny dowdd na to, ze rzekoma teza Lematu nie jest prawdziwa. Tym razem

rozumowanie korzysta ze slynnego oszacowania na liczbe rozwigzan kongruencji.

Ogodlna wersja tego oszacowania dla dowolnych gladkich rozmaitosci nad cialem

skonczonym, znana w ramach hipotez Weila jako hipoteza Riemanna dla rozmaitosci,
Otrzymal za to medal Fieldsa na opierala si¢ wysitkom matematykow przez wiele lat. W koncu udowodnil ja w calej
Migdzynarodowym Kongresie okazalodci Pierre Deligne w 1973 roku i zastosowal w tym dowodzie caly arsenat
Matematycznym w 1978 roku. i . . .

nowoczesnej geometrii algebraicznej.

Twierdzenie (oszacowanie Hasse—Weila dla krzywej Fermata). Dla kazdej
liczby pierwszej q niech N(q) oznacza liczbe rozwigzan # (0,0,0) kongruencji (2),
przy czym dwa rozwigzania (x1,y1, 21), (T2, Y, 22) utozsamiamy, gdy istnieje takie

teZ, ze
) ro =tx1, Yo =tyr, 22 =tz (mod q).

Wowczas mamy oszacowanie

IN(q) —q =1 < (n—1)(n—2)yq.
Wynika stad natychmiast, ze dla ustalonego n i dla dostatecznie duzej liczby
pierwszej ¢ > ¢(n) istnieja rozwiazania kongruencji (2) spelniajace zyz #Z 0 (mod q).

Po dwakro¢ zatem porzuémy wszelkie nadzieje na to, ze WTwF mozna udowodnié
poprzez rozwazanie kongruencji. Z drugiej strony zaréwno twierdzenie Schura,

jak i powyzszy szczegdlny przypadek hipotez Weila dla krzywych nad ciatami
skoniczonymi, wywarly duzy wplyw na rozwéj kombinatoryki i geometrii
algebraicznej. Tak wiec pomysly, ktére catkowicie zawodza w potencjalnie stynnym
zastosowaniu, okazujg swoja uzytecznosé jako zalazki nowych interesujacych teorii.

I wreszcie, last but not least, oméwimy twierdzenie Fermata bezprzymiotnikowe.
Dotyczy ono przedstawialnosci liczb pierwszych w postaci sumy dwéch kwadratow
liczb catkowitych.

Twierdzenie (Fermat). Liczba pierwsza p jest postaci

(3) p=a?+y?  gdzex,y €N,

wtedy i tylko wtedy, gdy p =2 lub p=1 (mod 4).

Jedyna i istotna trudnos¢ w dowodzie tego twierdzenia to pokazanie, ze kazda liczba
Czy to sprawiedliwe, Ze na margines pierwsza p postaci 4k + 1 jest postaci (3). Czasem dopowiada sig, ze przedstawienie (3)

zepchnatem informacje o tym, ze pierwszy  jest tylko jedno, ale to jest tatwe. Powyzsze wspaniale twierdzenie Fermata jest zaczynem

dowdd tego twierdzenia Fermata podal . . s . . s 12 . . sz
Euler po ponad stu latach? Po prostu algebraicznej teorii liczb, jednego z waznych dzialéw matematyki wspoétczesnej gléwnego

tytutl zobowigzuje! nurtu.
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Mianowicie, twierdzenie to mozna sformulowaé tak:

e jedli liczba pierwsza p jest postaci 4k + 3, to p jest elementem nierozktadalnym
w pierscieniu Z[i] = {a + bila,b € Z},

e jedli liczba pierwsza p nie jest postaci 4k + 3, to jest elementem rozkladalnym
w Z[i], tzn.

(4) (a+bi)(c+di) =p, gdzie a+bi,c+di ¢ {1,—1,i,—i}.
Rzeczywiscie, z (4) wynika, ze
(a = bi)(c — di) = p,
skad po pomnozeniu obu ostatnich wzoréw stronami otrzymujemy
(@ +0?)(? +d*) = p*.
Poniewaz p jest liczba pierwsza, wigc musi by¢
>+ =p=c*+d.
Odwrotnie, jedli p = a® + b2, to liczba p jest rozkladalna w Z[i], gdyz
p = (a+bi)(a— bi).
Prawa rozkladu liczb pierwszych w innych pierscieniach typu Z[v/—d] wiaza sie
w subtelny sposob z probami przeniesienia powyzszego twierdzenia Fermata na
przedstawienia typu
p=a>+dy’.
7 powyzej napisanego nie wynika w zaden sposob, ktére z omoéwionych
teorioliczbowych twierdzen Fermata jest najwicksze. Wierze jednak, ze kazde z nich
potrafi zainfekowaé Czytelnika teorig liczb réwnie mocno, a o to tylko tu chodzi.

m Zadania

c

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1579. Dany jest trojkat ABC, w ktéorym AC = BC'. Punkty D i E leza
odpowiednio na bokach BC' i AC, przy czym

XDAB = ¥xABE = xACB oraz AD+ DE+ EB = AC.
Wyznaczy¢ miare kata ACB.
Rozwiazanie na str. 6

M 1580. Niech x1, x2, w3, T4, x5 beda réznymi pierwiastkami wielomianu
x® + 22 + 1. Wyznaczyé wartosé wyrazenia

(2% — 2)(23 — 2) (23 — 2)(2] — 2)(a3 - 2).
Rozwigzanie na str. 6

M 1581. Niech Ny oznacza zbiér nieujemnych liczb catkowitych.

(a) Czy istnieje S C Ny o tej wlasnosei, ze kazdy element zbioru Ny ma
dokladnie jedno przedstawienie w postaci sumy dwéch (niekoniecznie réznych)
elementow S?

(b) Czy istnieje S C Ny o tej wlasnosci, ze kazdy element niepustego zbioru Ny \ S
ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci sumy dwo6ch (niekoniecznie
réznych) elementéw S7

Rozwiazanie na str. 1

Przygotowal Michat NAWROCKI

F 961. Znalez¢ maksymalny potencjal ¢, do jakiego moze natadowac sie
oddalona od innych cial kulka miedziana o$wietlona $wiatlem o dlugosci fali
A = 0,14 um. Praca wyjscia dla miedzi wynosi A = 4,47 eV.

Rozwiazanie na str. 2

F 962. Znajdujacy si¢ w prézni maly kawalek folii o masie m = 1 mg oswietlono
impulsem $wiatla laserowego o mocy P = 15 W i czasie trwania ¢t = 0,05 s.
Swiatlo pada na folie prostopadle do jej powierzchni i calkowicie sie od niej
odbija. Jaka predkos¢ uzyska folia w wyniku o$wietlenia impulsem? Sile
ciezkosci zaniedbaé.

Rozwigzanie na str. 3
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