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Rozwigzanie zadania F 945.

Proces parowania zachodzi powoli

i z dobrym przyblizeniem mozna przyjac,
ze woda w akwarium jest w rownowadze
termicznej z otoczeniem o statej
temperaturze, od ktérego pobiera cieplo
uzupelniajgce ubytek energii zwigzany

z parowaniem. Masa wody Am, ktéra
wyparuje w ciagu bardzo matego

czasu At, przy stalej temperaturze, staltej
wilgotnosci powietrza i braku wiatru,
zalezy tylko od pola powierzchni wody S:

Am = aSAt,

gdzie a jest wspétczynnikiem
proporcjonalnosci. Zmiana poziomu
wody Ah jest zwigzana z Am zalezno$cia
Am = pSAh, gdzie p to gestosé wody.
Stad

«

Ah = —At.

P
Poniewaz warunki parowania sg stale,
wigc zmiana poziomu wody zalezy liniowo
od czasu i nie zalezy od innych
parametréw, w szczegélnosci od ksztaltu
naczynia. Skoro po dwéch dobach poziom
wody obnizyt si¢ o 1 cm, to catkowicie
wyparuje ona z naczynia po 30 dobach.
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Rozwigzanie zadania F 946.
Jezeli przyjmiemy, ze odstep czasu
pomiegdzy kolejnymi pomiarami
temperatury wynosi At, to temperatura
$niegu wyniosta Ty = —0,5° po czasie
9At, a To = —4° po czasie 10At, przy
czym po czasie 9At cata zawarta w $niegu
woda byta juz zamarznieta. Zapiszemy
bilans cieplny, przyjmujac, ze predkosc
odprowadzania ciepla w zamrazarce jest
stata:
e od poczatku eksperymentu do 10-tego
pomiaru

9At P = kmX + cm|Ty|,
e od 10-go do 11-go pomiaru

At P = em(|T2| — |T4)),
gdzie P jest energig odprowadzang
w jednostce czasu, m jest masa $niegu,
a k okresla utamek masy wody w $niegu.
Z powyzszych rownan mamy
c(9|T2| — 10|11 |)
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Po podstawieniu danych liczbowych
dostajemy, ze woda stanowita 0,19 masy
mokrego $niegu.
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Zlociakéw nigdy dosyé
Kamila £tYCZEK*, Mariusz SKALBA*

Wyobrazmy sobie, ze trafiliSmy do dziwnego kraju, w ktérym jedynymi
dostepnymi srodkami ptatniczymi sa monety o nominatach a i b. Formy
platnosci nie rozwingly sie na tyle, zeby placi¢ karta lub czekiem, na domiar
zlego wybraliSmy sie do cukierni, w ktérej kasa jest zupelnie pusta i sprzedawca
nie moze wydaé¢ nam reszty. Nie chcac traci¢ swoich ztociakéw, rozgladamy sie
za pyszno$ciami w cenach a + a, a + b, xa + yb... Niektérych kwot, oczywiscie,
nie daje sie uzyska¢ z nominaléw a i b, a niektére mozna otrzymaé na wiele
sposobdw.

Dla wszystkich wzglednie pierwszych liczb naturalnych a,b > 2 istnieje taka
najwieksza niewygodna kwota n, ze wszystkie kolejne n+ 1, n+2, n+3...
moga by¢ uzyskane za pomoca tych nominaléw. Wyjaénienie, ze taka najwigksza
niewygodna n faktycznie istnieje, jej postaé¢ oraz pare innych obserwacji
uzytkowania tylko dwéch nominaléw mozna znalezé w Af,. A teraz rzucimy

na sprawe nowe $wiatto.

1. n=n(a,b) = ab — a — b jest najwieksza liczba, ktora nie jest postaci za + yb
dla z,y > 0 — mimo najwiekszych staran nie uzyskamy jej ze zlociakéw.
2. Dokladnie potowa liczb ze zbioru {1,2,...,n — 1} jest postaci

(%)
3. Jedli z € {1,2,...,n — 1}, to dokladnie jedna z liczb: z albo n — z jest
postaci (k).

z=uxa+yb, gdzie z,y > 0.

Wiasnogci 1 i 2 zostaty udowodnione w Af,. Z obu tych wlasnosci wynika
wlasno$¢ 3 na mocy nastepujacego rozumowania: nie moze si¢ zdarzy¢, ze

dla pewnego z € {1,2,...,n — 1} obie liczby z oraz n — z sa postaci (x), gdyz
woéwczas ich suma z + (n — z) = n tez bylaby postaci (x), a to jest sprzeczne

z wlasnoscia 1 (przeciez n to najwieksza liczba, ktérej nie jesteSmy w stanie
uzyskad!). Tak wiec obie z i n — z nie moga jednoczesénie byé postaci (x) — zatem
z wlasnosci 2 otrzymujemy, ze w kazdym zbiorze {z,n — z} dokladnie jedna

z liczb jest postaci (x)!

Dla a =9, b =5 mamy n(9,5) = 31, a liczby przedstawialne w postaci (x) (ich
zbiér oznaczmy przez P(a,b)), mniejsze od 31, to

P(9,5) = {5,9,10,14,15,18, 19, 20, 23, 24, 25, 27, 28, 29, 30}.
Natomiast liczby nieprzedstawialne w postaci (*) mniejsze od 31 to
N(9,5)={1,2,3,4,6,7,8,11,12,13,16,17,21,22,26}.

Juz na tym prostym przykladzie mozna zauwazy¢, ze istnieja do$¢ dlugie ciagi
kolejnych liczb naturalnych, z ktorych kazda jest przedstawialna. Zachodzi
bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dla dowolnych wzglednie pierwszych a > b > 2 w zbiorze P(a,b)
istnieje ciqg kolejnych b — 1 liczb naturalnych, ale nie istnieje taki cigg diugosci b.

Dowdéd. Poniewaz liczby 1,2,...,b — 1 oczywiscie nie s przedstawialne, wiec
na mocy wlasnosci 3 kolejne liczby n — 1,n —2,...,n — b+ 1 sa przedstawialne.
Gdyby w zbiorze {1,2,...,n — 1} byly kolejne liczby m + 1,m+2,...,m+b,
wszystkie nalezace do P(a,b), to na mocy wlasnosci 3 zadna z liczb n —m — 1,
n—m—2, ..., n—m — b nie bylaby przedstawialna, co jednak jest sprzeczne

z nastepujaca obserwacja: odstepy miedzy kolejnymi liczbami w P(a,b) sa nie
wieksze od b (rzeczywiscie, jesli za + yb € P(a,b), to nastepna liczba naturalna s
w P(a,b) spelnia nier6wnosé s < xa + yb + b). O
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Moéwigc zupelnie wprost jest to zacheta
do uczestnictwa w Konkursie
Uczniowskich Prac z Matematyki im.
Pawtla Domanskiego, w ktérym nalezy
przedstawi¢ oryginalne matematyczne
rozumowanie (,,uporanie” sig

z przedstawiong zacheta to dobry
material na konkursows prace). Konkurs
jest skierowany do uczniéw klas 7-8 oraz
szkél ponadpodstawowych. Prace nalezy
zgtaszaé¢ do 30 kwietnia. Informacje na
temat Konkursu oraz niektére dotychczas
nagrodzone prace mozna znalezé na
stronie www.deltami.edu.pl.

W sformutowaniu kolejnego twierdzenia wielkos¢ parametréw a, b nie odgrywa
zadnej roli — w tym sensie ma ono charakter bardziej uniwersalny niz
twierdzenie 1.

Twierdzenie 2. Cigg kolejnych pieciu liczb z P(a,b) zawsze zawiera podcigg
arytmetyczny dlugosci 3.

Zanim je udowodnimy w ogdlnoéci, zobaczmy, jak to dziala na naszym
przykladzie. Ciag 5,9, 10, 14,15 zawiera podciag arytmetyczny 5,10, 15;
ciag 9,10, 14, 15, 18 zawiera podciag 10,14, 18; ciag 14, 15, 18,19, 20 zawiera
podciag 18,19, 20 itd.

Dowdd. Niech 2z < 22 < 23 < 24 < 25 beda kolejnymi liczbami w P(a,b). Dla
kazdego k € {1,2,3,4,5} istnieja wiec takie liczby calkowite nieujemne xy, yx, ze
2k = Tpa + Yb.

Kazdej parze liczb (zy, yr) przyporzadkujmy pare ich reszt modulo 2, np. jesli
(xk, yr) = (12,15) to otrzymujemy pare reszt (0, 1). Poniewaz wszystkie pary reszt
modulo 2 to: (0,0), (0,1),(1,0),(1,1) wiec istnieja rézne liczby j, k € {1,2,3,4,5}
takie, ze xj,x) sg tej samej parzystoSci oraz y;, yx sa tej samej parzystosci.
Wynika stad, ze liczba

zj+ 2z xj+ g Yj + Yk

= b
2 y Ty

jest postaci (x), a zatem

Zj—’—Tzk = Zm, gdzie m € {1,2,3,4,5},
gdyz liczby 21 < 22 < 23 < z4 < 25 sa kolejne w P(a, b)! O

Zacheta

Zachecamy Czytelnika do napisania programu, ktory dla danych liczb
wzglednie pierwszych a > b > 2 bedzie generowal zbiory P(a,b). Wtedy mozna
eksperymentowaé¢ z réznymi konkretnymi parami a, b i na podstawie obserwacji
dostrzegaé rézne prawidtowosci. Niektére z nich da si¢ uja¢ w forme twierdzen,
czyli udowodnié — tak powstaje matematyka.

Pokusimy sie o jeszcze jeden przyklad. Skoro ostatnie b — 1 liczb z P(a,b) sa
kolejnymi liczbami naturalnymi (dowdd twierdzenia 1), to mozna zapytaé

o takie najmniejsze ¢, ze obie liczby ¢ oraz ¢ + 1 naleza do P(a,b). Wiemy, ze

c < ab—a—2b+ 1, ale eksperymentujac z réznymi wartosciami a, b, dochodzimy
do nastepujacej hipotezy.

Hipoteza. Dla danych liczb wzglednie pierwszych a > b > 2 definiujemy c(a,b)
jako taka najmniejszq liczbe naturalng c, ze obie liczby c,c + 1 nalezg do P(a,b)
(tzn. majq postal (x)). Wowczas c(a,b) mozna otrzymadé w nastepujgcy sposdb.

Niech a/b = [co;c1, ..., cx] bedzie takim rozwinieciem liczby a/b na ulamek
laricuchowy, ze ¢, > 1 (takie rozwiniecie jest jedyne). Niech f/g=[co;c1,. .., Cr_1].
Wowczas

¢(a,b) = min(ag, bf).

Teraz pojawiaja si¢ przynajmniej dwie mozliwoéci: mozna probowacé ja
udowodnié lub obali¢! Albo... rzucié¢ sie na glebsza wode i zaczaé¢ badaé
pierwsze pojawienie sie tréjki kolejnych liczb w P(a,b). Niech d = d(a,b) bedzie
taka najmniejsza liczba d, ze d,d + 1,d + 2 € P(a,b) (zakladamy tu, oczywiscie,
ze b > 4 — patrz twierdzenie 1). Na drodze eksperymentéw komputerowych
otrzymalidmy

d(13,8) = 63; d(14,9) = 54; d(18,11) = 108.

Niestety, nie potrafimy sformutowaé zadnej hipotezy dotyczacej ,wzoru”
na d(a,b).
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