S Obsesja duzych liczb

*Uniwersytet Pedagogiczny w Krakowie

7 = 3,1415926535897932384
626433832795028841971. ..

Jeden z przyktadéw dowodu twierdzenia
Pitagorasa, w wersji mechanicznej, mozna
znalez¢ na okladce numeru.

Dane szacunkowe — stan na sierpien 2016.

Wspomniane 200 terabajtéw to mniej
wiecej tyle, ile wynosza zasoby
elektroniczne Biblioteki Kongresu —
amerykanskiej biblioteki w Waszyngtonie,
bedacej najwieksza tego typu instytucja
na $wiecie. Poza materiatami
elektronicznymi znajduje sie w niej m.in.
142 mln dokumentéw, 29 mln ksigzek,

12 mln fotografii oraz ponad pé6t miliona
filméw. Materialy zajmujg w sumie okolo
856 km pélek.

Tylko 1/3 wszystkich orientacji rogéw

i tylko polowa wszystkich orientacji
krawedzi jest dopuszczalna. Wéréd
wszystkich permutacji krawedzi i rogéw
(bez zmiany orientacji!) tylko polowa jest
dopuszczalna (jest to tak zwany problem
parzystosci), stad dzielimy przez
2.-2-3=12.

Karol GRYSZKA*

Kiedy miatem kilka, kilkanascie lat, wraz ze starszym bratem czesto gralismy
w gre. Nalezalo w swojej kolejce podaé liczbe wicksza od wskazanej przez
poprzednika. Przegrywal oczywiscie ten, kto nie byt w stanie podaé liczby
wiekszej. Czasami ponosila nas fantazja i méwilisémy ,,nieskonczonos¢” albo
,hieskonczonosé plus nieskonczonosé” Dzis juz wiem, ze nieskonczonosé liczba
nie jest, a dzialania na nieskoriczono$ciach sa bardziej wyrafinowane, niz
podejrzewalem. Gdyby i Tobie, drogi Czytelniku, przyszlo kiedy$ wymienié¢ (albo
ustyszed) jaka$ duza liczbe, mozesz siegnaé do ponizszej listy. Nie sa to bowiem
byle jakie liczby. ..

40. Cho¢ znamy wiele miliardéw cyfr rozwiniecia dziesietnego liczby 7, to
pierwsze 40 wystarcza, aby zmierzy¢ rozmiary znanego nam Wszechdwiata
z doktadnoscia do rozmiaru atomu wodoru — najmniejszego atomu
wystepujacego w przyrodzie. Dokladnosé jest wigc iScie imponujacal

370 — istnieje co najmniej tyle réznych metod dowodzenia Twierdzenia
Pitagorasa. Jest to rekordzista dowodowy wsrod twierdzen matematycznych.

7 400 000 000 — tylu jest w przyblizeniu mieszkancéw planety Ziemia.
Doktadna liczba nie moze by¢ podana, gdyz, po pierwsze, nie jest znana, a po
drugie, ulega czestej zmianie (statystycznie kilka razy na sekunde). Wedlug
szacunkéw ONZ liczba ta do konica wieku wzroénie do okoto 11 miliardéw.

106 000 000 000 (106 - 10°) — szacunkowa liczba wszystkich ludzi, jacy
kiedykolwiek zyli na Ziemi. Zaczynamy nasze obliczenia dziesiatki tysiecy
lat wstecz i uwzgledniamy wszystkie osoby zmarte az do dnia dzisiejszego —
oczywiscie nie zapominamy o ponad siedmiu miliardach zyjacych obecnie.
Zauwazmy, ze aktualnie zyje az 7% wszystkich oséb, jakie kiedykolwiek sie
urodzily.

219 902 325 555 200 bajtéw (okolo 200 terabajtéw) — takiej mniej wiecej
ilosci danych uzyto do rozstrzygniecia hipotezy dwukolorowalnosci trojek
pitagorejskich. Zajeto to w sumie 35 000 godzin pracy komputeréw — na
szczedcie pracowalo nad tym wiele komputeréw rownoczesnie. Tres¢ problemu
jest nastepujaca: czy jest mozliwe pokolorowanie kazdej liczby naturalnej na
czerwono lub niebiesko w taki sposob, by zadna tréjka a, b, ¢, spelniajaca
réwnanie a? 4+ b? = ¢2, nie byla jednokolorowa. Na przyklad, jezeli 5 i 12 sa
niebieskie, to 13 musi by¢ czerwone. Hipoteza ta jest falszywa, daje si¢ we
wskazany sposéb pokolorowaé liczby naturalne od 1 do 7824 (nawet na pare
sposob6w), ale gdy dolaczymy liczbe 7825, odpowiednie kolorowanie nie istnieje
co sumiennie sprawdzily komputery.

43 252 003 274 489 856 000 (okolo 43 tryliony lub 43 - 10'®) — to wszystkie
mozliwe konfiguracje elementéw na kostce Rubika. Na calym Swiecie oryginalng
kostke oraz jej warianty sprzedano w kilkuset milionach egzemplarzy, co czyni ja
najpopularniejsza zabawka w historii.

Jak wyznaczy¢ liczbe konfiguracji? Kazdy rég (element tréjkolorowy) moze by¢
ustawiony w jednym z o$miu miejsc i w jednej z trzech orientacji, co daje tacznie
8!- 3% mozliwoéci. Kazda krawedz (element dwukolorowy) moze byé¢ ustawiona
w jednym z dwunastu miejsc i w jednej z dwéch orientaciji — tacznie 12! - 212
ustawien. Kazdy érodek (element jednokolorowy) ma stale polozenie wzgledem
ustalonej orientacji, wobec tego jest tylko jeden istotny sposéb na ich ustawienie.
Ostatecznie otrzymujemy liczbe 8! - 12! - 212 . 38,

Ale nie jest to poprawna odpowiedz. Istnieja ograniczenia narzucane przez
mechanizmy, ktore redukuja liczbe dopuszczalnych mozliwosci.
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Predkosé swiatta w prézni to

w przyblizeniu 300 000 km/s, a rok
julianski to 31 557 600 sekund. Ich
iloczyn to 9 467 280 000 000 km, czyli

w przyblizeniu 103 kilometréw na kazdy
rok. Wielko§¢ ta nosi nazwe roku
Swietlnego.

Ogolnie liczby postaci 2P — 1, gdzie p jest
liczby pierwszg, nazywamy liczbami
Mersenne’a.
Liczba cyfr liczby naturalnej n wynosi
[logyg n] + 1. Wyznaczmy, ile cyfr ma
liczba M74207281:
log, 27*20781 = 74207281 - log; 2 =
= 74207281 - 0,30102999566398 . .. =
= 22338617,47766 . ..
Zatem najwieksza znana liczba pierwsza
ma
[22338617,47766 . ..] + 1 = 22338618 cyfr
([x] oznacza czes$é catkowita z liczby ).
Od poczatkowej liczby nie zostato

odjete 1, ale nie ma to wplywu na liczbe
cyfr.

ERRVANVANS

Ostateczna liczba zmniejsza sie dwunastokrotnie, a 8! - 11! - 212 . 3% to wlasnie
43 252 003 274 489 856 000.

808 017 424 794 512 875 886 459 904 961 710 757 005 754 368 000 000 000
(okoto 808 oktyliardéw lub 808 - 10°!). W XX wieku waznym zagadnieniem

w matematyce (dokladniej teorii grup) byla kwestia opisania, klasyfikacji
pewnych obiektéw (tak zwanych skoniczonych grup prostych, cokolwiek to
oznacza).

Pelna klasyfikacja zostata osiggnieta naktadem pracy wielu matematykow

oraz ponad dziesigciu tysiecy stron publikacji. Jej efektem bylo wyrédznienie
,cegietek”, elementéw, z ktérych mozna zbudowaé wszystkie obiekty
klasyfikowane. Okazalo si¢ rowniez, ze istnieje najwicksza taka cegietka —
grupa majaca tyle elementéw, ile wynosi liczba otwierajaca poprzedni akapit.
Grupa ta nazywa sie po angielsku Monster group, co mozemy do$é¢ swobodnie
przettumaczyé na grupe potworng (zartobliwie i pieszczotliwie nazywang réwniez
potworkiem).

1089 (100 tridecylionéw). Szacowana liczba atoméw w obserwowalnym
Wszechéwiecie. Nie jestedmy w stanie doktadnie ich policzy¢, bazujemy jedynie
na Sredniej gestodci materii w stosunku do znanych rozmiaréw Wszech$wiata

i na tej podstawie wyznaczamy wspomniana liczbe. Jak ogromna jest to liczba?
Przypusémy, ze atomy ustawiliSmy w linii prostej. Kazdy z nich ma $rednice
okoto jednego nanometra (czyli 10~? metra). Wszystkie utworza linie dtugoéci
okolo 109 kilometréw czyli 10°° lat éwietlnych.

10190 (10 seksdecyliardéw lub googol) razem z 108°°8°! czyli googolplexem

zdobyly popularnoéé w réznych teleturniejach. W brytyjskim wydaniu
»Milioneréw” w pytaniu za milion funtéw padto: Jak jest nazywana liczba 1 ze
stoma zerami?

274207281 _ 1 oymaczana takze jako Myuog7ras1. Jest najwicksza znang

liczba pierwsza, sktada si¢ z 22 338 618 cyfr. Gdybysmy wydrukowali te

liczbe na papierze, mieszczac 50 linii na stronie i 100 cyfr w kazdej linii,
zadrukowaliby$my 4 468 stron. Taki plik kartek mialby okolo p6t metra grubosci
i wazyt kilka kilograméw. Papierowa wersja zostala zaprezentowana przez Matta
Parkera na kanale YouTube ,,Numberphile”.

Mega i Liczba Mosera. Wprowadzimy notacje, pochodzaca od Hugona
Steinhausa, rozszerzona po6zniej przez Leo Mosera.

A_”n .

Liczba n w kwadracie oznacza liczbe n w n zagniezdzonych tréojkatach (w wiezy
potegowej jest 2™ takich samych liczb). Podobnie w dalszej czesci mamy n
wzajemnie zagniezdzonych kwadratéw. Ogélnie mozna zdefiniowaé liczbe n
wpisana w wielokat o k bokach jako liczbe n wpisana w n zagniezdzonych
wielokatach o k — 1 bokach.

Steinhaus upodobal sobie szczegdlnie: mega — dwdjka w pieciokacie —
oraz megiston — dziesiatka w pieciokacie. Te dwie liczby czasami zamiast
w pieciokacie zapisuje sie w okregu.

Liczba Mosera to 2 w wielokacie, ktorego liczba bokéw jest réwna liczbie
mega (wielokat taki nazywamy megagonem). Zeby méc poréwnaé te liczby
z dotychczasowymi, podamy oszacowanie (choéby grube). Jezeli a 11

oznacza a®  , gdzie wieza potegowa liczb a zawiera b liczb, to

10 11 257 < mega < 10 171 258.
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3173=317(3173)

3123 =33 =327 — 7625597484987

attb=a1® (@1’ (..1°a)
—_——

b kopii a

Liczba Grahama. Rozszerzamy notacje strzatkowa, bedziemy pisali
=11,
——r
n
gdzie
ab, dlan =0,
1 dlan >0 oraz b= 0,

np—
at at"b=a1""" (a1t (...1"" 1 a)) w przeciwnym wypadku.

b kopii a

Niech teraz f(n) = 31" 3, wtedy liczba Grahama zdefiniowana jest jako
G = f%4(4), gdzie potega przy funkcji oznacza liczbe powtérzen. Liczba ta
wystapita w badaniach nad uogélnionym problemem Ramseya.

Ciekawostka: G jest ,znacznie” wicksze od liczby Mosera. Pokazano, ze ta
ostatnia nie jest wigksza od f3(4).

Pojeciem dualnym do wspominanego obok
jest zlozonodé Kolmogorowa (od Andrieja
Kolmogorowa) liczby n € N — dlugosé
najkrotszego programu, ktory zwraca
liczbe n.

Moze zdarzy¢ sig, ze zaden program
o dlugosci co najwyzej k nie zwraca
liczby. W takiej sytuacji ustalmy, ze
gener(k) = 0. To si¢ zdarzy tylko dla
malych k.

Postowie I: Naprawde duze liczby

Jaka najwiekszg liczbe moze zwrécié program dlugosci co najwyzej k (o co
najwyzej k znakach)?

Przez gener(k) oznaczmy odpowiedZ na powyzsze pytanie (k € N). Program, ktéry
ma 100 znakéw, moze zwrdcic liczbe zdecydowanie wigksza niz 100. Program
zlozony z 1000 znakéw moze zwrocié liczbe bardzo zdecydowanie wigksza niz
1000, ale jak bardzo zdecydowanie? Jak szybko rosng mozliwosci programu wraz
ze wzrostem liczby jego znakow?

Znakéw, ktorych mozemy uzyé do napisania programow, jest skoriczenie wiele.
Stad programéw o dlugosci co najwyzej k rowniez jest skoriczenie wiele, a tylko
niektére z nich beda dziata¢ poprawnie i zwracac liczby. Niewatpliwie ktorys

z nich wygeneruje liczbe najwieksza.

Okazuje sie, ze gener(i) dla nieduzych ¢ € N sa naprawde pokaZne, przy nich
liczby Mosera lub Grahama to zupelne mikrusy. Co ciekawe, kiedy wybierzemy
konkretne i, warto$¢ gener(i) jest nieobliczalna, nie da sie obliczy¢ jej dokladne;
wartosci — wyjasnienie w tekécie na sasiedniej stronie. Mozna natomiast pokazaé,
od jakiej liczby gener (i) na pewno jest wieksze — stad $mialo$¢ w nazywaniu
liczby Mosera mikrusem. Przyjrzyjmy sie ponizszemu programowi.

1 Function arrow(a,n,b, k)

2 if (k> 1) then

3 ‘ return arrow(a,n,arrow(a, n, b, k —1),1)
4 else if (n == 0) then

5 ‘ return ab

6 else if (b ==10) then

7 ‘ return 1

8 else

9 ‘ return arrow(a, n — 1, a, b—1)

10 return arrow(3, 4, 3, 64)

Funkcja arrow(a,n,b, k) zwraca liczbe a 1™ (a 1" (... (a 1" b)...)). Przyjrzyjmy

k strzalek
sie dlaczego tak jest. Linie 4-9 rozpisuja definicje notacji strzaltkowej, opisanej we
wezedniejszym artykule. Co sie dokladniej w programie dzieje?

e Linie 2-3 — rozwazamy przypadek, gdy liczba strzatek k jest wicksza niz 1.
Wtedy trzeba zrobi¢ jedna strzatke, a potem jeszcze k — 1.

e Zachodzi a 1° b = ab, co obstuguja linie 4-5 oraz a 1" 0 = 1, co obstuguja
linie 6-7.

eat"b=at""' (@t (...(a1"" " a)...)), co implementuja linie 8-9.

b — 1 strzatek

14



Liczba n ma [log,, n] cyfr w zapisie
dziesigtnym.

L]

Rozwigzanie zadania F 929.
Niech jednej fali odpowiadaja drgania
wektora pola elektrycznego
E; = E;0coswt, a drugiej
E; = E;0(coswt + §), gdzie § jest réznicy
faz migdzy drganiami. Drganie
wypadkowe bedzie dane wzorem
E=E; +E; = Ejgcoswt + Ezg cos(wt + 9),
a stad
2 2 2 2
E; = Ef| cos” wt + E5 cos” (wt + §)+
+ 2E10E3( cos wt cos(wt + §).

Natezenie drgan bedzie réwne $redniej
wzgledem czasu wartosci Eq, czyli

I=1/2E7) + 3Ex0+
+ 2E10E2¢ (cos wt cos(wt + §)),

gdzie ( ) oznacza $rednig wzgledem czasu.
‘Wyrazenie to bedzie réwne zero
niezaleznie od wartosci przesuniecia
fazowego § jezeli iloczyn skalarny E;oEsq
bedzie réwny zero, a to oznacza, ze
kierunki drgani musza by¢ wzgledem
siebie prostopadte.

W powyzszym programie, po zdefiniowaniu funkcji arrow, w ostatniej linii
pytamy program o warto$¢ arrow(3,4,3,64), czyli o liczbe Grahama. Program ma
doktadnie 201 znakéw. A wiec wiadomo, ze gener(201) > G — byé moze istnieje
program o takiej dtugosci zwracajacy wieksza liczbe. A co powiecie o gener(G)?

w. C.
Postowie II: Dowdd nierozstrzygalnosci

Sprobujmy $cisle uzasadnié, ze funkcja gener, o ktérej mowa wyzej, jest
faktycznie nieobliczalna. Bardziej formalnie: chcemy udowodnié, ze nie moze
istnie¢ program komputerowy P taki, ktory dla danej na wejsciu liczby n obliczy
gener(n).

Nasze rozumowanie prowadzi¢ bedziemy nie wprost. Zaktadamy wiec, ze jednak
taki program P istnieje. Jego dlugosé (okaze sie bardzo wazna) oznaczmy
przez k. (To znaczy: kod programu P jest zapisany jako ciag k znakéw.)

Rozwazmy teraz program (a raczej szablon programu) @, zdefiniowany
nastepujaco:

1 Function Z(7)
2 ‘ kod programu P
3 return Z([wpisana na sztywno stala n))

Dla jasnoéci czym jest szablon, napiszmy kod konkretnego programu Qgs:

1 Function Z(7)
2 ‘ kod programu P
3 return Z(83)

Programy z szablonu Q,, sa dziwaczne: maja wbudowany program P jako
wewnetrzna funkcje Z; nie przyjmuja zadnego wejscia oraz w swoim kodzie
maja wpisana ,na sztywno” stala n. Zastanéwmy sie, jaka dtugosé ma sam
program @,. W kod @,, wchodzi kod P, wiec tutaj zuzywamy k znakéw. Poza
tym mamy jaka$ niewielka liczbe innych znakéw (jak ,r7, ,e”, ,t7, ,u”, .17,
»1” itd.) oraz stala, ktérej zapis zuzyje [logyyn| znakéw ,07, ,17, 2", ..., 9"
Lacznie: k + ¢ + [log;y n] znakéw dla pewnego ¢ € N.

Jak widaé, program @, oblicza liczbe P(n). A zatem mamy, ze
gener(k + ¢ + [logygn]) = P(n) oraz, oczywiscie, gener(n) = P(n). Jednak
funkcja gener jest niemalejaca, czyli musiatoby byé k + [log;on] + ¢ = n dla

dowolnego n, a to jest, oczywiscie, sprzecznosé dla dostatecznie duzych n. T K

Postowie I1I: Ortografia

W tekscie ,Naprawde duze liczby” zostato uzyte nastepujace rozumowanie:
Skoro znakow uzywanych do napisania programu jest skoriczenie wiele i skoro
program ma ograniczong diugo$c, to liczb definiowanych przez ten program moze
by¢ tez tylko skonczenie wiele, a wiec wsrod nich musi byé najwieksza. Powstaje
pytanie, jakie dodatkowe zalozenia musza zosta¢ uzyte w tym rozumowaniu, by
byto ono poprawne i dawato prawdziwy wniosek.

O tym, ze takie pytanie ma racje bytu swiadczy nastepujacy przyklad
rozumowania dos¢ podobnego do przytoczonego wyzej: W jezyku polskim
uZywamy skonczonej liczby liter, wiec utworzonych z nich napiséw ograniczonej
dlugosci jest skonczenie wiele. W szczegolnosci skoriczenie wiele jest napisow
uzywajgeych co najwyzej stu liter. Znacznie mniej (czyli tez skonczenie wiele)
jest wsrod nich napisow sensownych, a jeszcze mmniej tych, ktére oznaczajq
liczbe. Liczb dajgcych sie tak zapisac jest zatem skorniczenie wiele, a wiec jest
tez najwieksza taka liczba.

Jak to pogodzi¢ z faktem, ze napis liczba co najmniej o jeden wicksza od kazdej,
ktorg mozna zapisa¢ za pomocq co najwyzej stu liter ma tylko osiemdziesiat liter?

Owe dodatkowe zalozenia uzyte w cytowanym tekécie to reguly ortograficzne
(tak, ortograficzne!), ktérych musimy przestrzegaé¢ przy pisaniu programéw.

M. K.
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