Zaprezentowane tu rozumowanie pochodzi V[ate Twierdzenie Fermata

z ksigzki Henryka Pawlowskiego pt.
»Koélko Matematyczne dla
Olimpijczykéw”, ktéra dla autora tego
tekstu jest po prostu wazna.
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Twierdzenie. Dla dowolnej liczby naturalnej n oraz dowolnej liczby pierwszej p
liczba n? — n dzieli sie przez p.

Dowod. Bedziemy rozwazaé ,kota fortuny” o p segmentach. Pytamy, ile istnieje
réznych takich kél, przy zatozeniu, ze mamy dostepne n koloréw. Oczywiscie,
gdyby koto bylo nieruchome, mielibyémy n® takich két (kazdy z p segmentéw
kolorujemy niezaleznie na jeden z n koloréw).

Gdy uwzgledniamy mozliwoéé obracania kota, zauwazamy, ze metoda podana
wyzej nie moze byé poprawna, bo niektére kota liczone sa wiecej niz raz.
Konkretniej: prawidlowo (a wiec jednokrotnie) liczone sa tylko kota jednobarwne.
Natomiast kazde koto niejednobarwne liczone jest doktadnie p razy — kazdy
kolejuy obrét o jeden segment daje inny obrazek (dlaczego?).

Skoro két jednobarwnych jest n, to réznych két niejednobarwnych liczonych
przy zalozeniu nieruchomosci jest n? — n. To oznacza, ze réznych prawdziwych
(obrotowych) niejednobarwnych kél fortuny jest dokladnie ”pT_". Ostatnia liczba
jest, oczywiscie, catkowita, a to koticzy dowdd tezy. [

Whiosek: jesli n nie dzieli sie przez liczbe pierwsza p, to zachodzi p’np_l - 1.
Czasem sam ten wniosek nazywa sie Malym Twierdzeniem Fermata.

Tomasz KAZANA

Interpretacja kombinatoryczna

W tym artykule chcemy zaprezentowaé¢ pewna technike dowodowa zwana
interpretacjg kombinatoryczng. Metoda ta pokazana bedzie w dziataniu:
podajemy dwa zadania wraz z rozwiazaniami, ktore sa ilustracja tematu.

1. Wyznacz liczbe podzbioréw zbioru {1,...,3n}, ktére nie zawieraja dwéch
liczb rézniacych sie o n.

OpP. Dla kazdego i € {1,...,n} jest dokladnie pie¢ mozliwodci opisujacych,
ktore z liczb 4,4 + n, ¢ + 2n naleza, do podzbioru spelniajacego warunek zadania.
Mianowicie:

(a) zadna z nich nie nalezy;

(b) tylko i nalezy;

(¢) tylko i + n nalezy;

(d) tylko i + 2n nalezy;

(e) liczby ¢ oraz i + 2n naleza (natomiast ¢ + n nie nalezy).

Poniewaz dla réznych ¢, 5 € {1,...,n} mozliwosci te sa niezalezne, to liczba
szukanych pozdbioréw wynosi 5”.

2. Udowodnij tozsamosé¢ y (Z) Fy, = Fs, (F, oznacza n-ta liczbe Fibonacciego,
czyli rozwiazanie réwnania rekurencyjnego Fo =0, Fy =1, F,, = Fr_1 + Fr—»
dla n > 2, a zarazem liczbe pokryé paska 1 x (n — 1) kwadratami 1 x 1
i prostokatami 1 x 2).

ODP. Zgodnie z uwaga wyzej, prawa strona to liczba pokryé paska

1 x (2n — 1) kwadratami 1 x 1 i prostokatami 1 x 2. Kazde takie pokrycie
musi zawieraé co najmniej n elementéw, w tym co najmniej jeden kwadrat.
Jedli w pokryciu wéréd pierwszych n elementéw jest dokladnie k kwadratéow
(i n — k prostokatéw 1 x 2), to mozna je rozmiescié na (Z) sposobow

i pokrywaja one w sumie prostokat 1 x (k + 2(n — k)). Pozostaly fragment
paska 1 x (k — 1) mozna pokryé na Fj, sposobéw. Te druga interpretacje
opisuje lewa strona tozsamosci, stad teza. O
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