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Jakie jest najwieksze miasto na $wiecie? Czy wirus jest organizmem zywym?
Jaki jest najpiekniejszy obraz Tycjana? Sa to proste pytania, na ktoére nie ma
jednoznacznej odpowiedzi. Przyczyna jest brak jasno okreslonych kryteriow.
Jedna z cech wyrdzniajacych matematyke sposréd innych dziedzin zycia i nauki
jest to, ze kazde pojecie ma swoja precyzyjna definicje. Wydaje sie wiec, ze

na kazde pytanie matematyczne jest jednoznaczna odpowiedz, ktoéra mozna
formalnie uzasadni¢. W konsekwencji, nic nie jest brane ,na wiare”. Okazuje sie,
ze nie do kornica tak jest!

Rozwazmy kilka pytan z teorii liczb. Czy 2 4 2 = 47 Czy 2 x 2 = 4?7 Czy suma
kwadratow dtugosci przyprostokatnych w trojkacie jest rowna kwadratowi
dtugosci przeciwprostokatnej? Czy dla n > 2 réwnanie a™ + b" = ¢" ma
rozwigzanie w zbiorze dodatnich liczbach naturalnych?

Nie ma. Wynik ten jest znany jako Wielkie Twierdzenie Fermata. Pierre de Fermat uznal je za
prawdziwe w 1637, lecz zostato to udowodnione dopiero 358 lat pozniej przez Andrew Wilesa.

Czy kazda parzysta liczba calkowita wieksza od dwoch jest suma dwoch liczb
pierwszych?

Jest to slynny problem otwarty pochodzacy z roku 1742, znany jako Hipoteza Goldbacha. Jest ona
potwierdzona dla wszystkich liczb parzystych mniejszych od 4 - 10*® = 4000000000000000000.

Zeby odpowiedzie¢ na powyzsze pytania, zastanowmy sie wpierw, czym jest
liczba 2?7 Czym jest dodawanie? Czym jest trojkat, odcinek, jego dtugosé i jej
kwadrat? Mozna odpowiedzie¢, ze to ,oczywiste” lub zZe to ,wiadomo”. Jednak
zeby uniknaé¢ nieporozumien, matematycy i filozofowie w XIX wieku uznali, ze
matematyke nalezy uprawiaé¢ przez dowodzenie tez z pewnikow, zwanych tez
aksjomatami — pewnych ustalonych i znanych faktoéw, niebudzacych zadnych
watpliwosci. Na przyklad czesto wystarczy wiedzieé, ze liczby naturalne” (czyli
nieujemne liczby catkowite) to sa obiekty, na ktérych mozna wykonywaé¢ dwie
operacje: + zwana ,dodawaniem” oraz X zwana ,mnozeniem”, ze istnieja dwie
wyroznione liczby naturalne, oznaczone 0 oraz 1, takie, ze 0 +n =n + 0 = n oraz
zen+ (m+k)=(n+m)+k, n+m=m+ n, dla dowolnych liczb naturalnych
m,n, k. Jezeli zdefiniujemy 2 jako 1+ 1, 3 jako 2 + 1, i wreszcie, 4 jako 3+ 1, to
mozemy w koricu udowodnié¢, ze 24 2 = 4: z definicji wynika, ze 2+2 =2+ (1+1),
a z aksjomatow wynika, ze 24+ (1 +1) = (24 1) + 1, i z definicji liczby 3, jest
to réwne 3 + 1, co z kolei wynosi 4, na mocy definicji liczby 4. Ale czy nasze
aksjomaty sa wystarczajace, zeby dowodzi¢ innych powszechnie znanych faktow?
Np. ze 2 x 2 = 47 Ot67 nie: powyzsze aksjomaty sg na to zbyt stabe! Okazuje
sie, ze mozemy sobie wyobrazi¢ inny ,,model” liczb niz liczby naturalne wraz

z operacjami dodawania i mnozenia, ktore ,znamy z zycia’. Mozna bowiem
skonstruowaé zbior {0,1,2,...}, zdefiniowaé¢ operacje + jako zwykle dodawanie,
a operacje x zdefiniowaé tak, ze m x n = 0, dla dowolnych m,n. Ten model
bedzie spelnial wszystkie aksjomaty podane powyzej. Ale jak tak moznal?
Przeciez ,,x” mialo oznacza¢ mnozenie, a ,wiadomo”, ze 2 pomnozone przez 2
daje 4, a nie 0! Jednak juz ustaliliémy, ze nie bedziemy powolywaé sie na wiedze
powszechna, lecz tylko na nasze aksjomaty, a te nic takiego nie postulowaly. Co
wiecej, nasze aksjomaty dopuszczaja mozliwosé, ze m x n = 0 dla dowolnych

m, n, poniewaz pokazaliémy, ze mozna skonstruowaé¢ model spetniajacy nasze
aksjomaty, oraz dodatkowo majacy powyzsza wlasciwo$é. A zatem nasze
aksjomaty sa zbyt stabe, by dowodzié¢ niektérych powszechnie znanych faktow.
Rzeczywiscie, brakuje nam jeszcze kilku aksjomatow przyjmowanych przez
wszystkich matematykow: np. zen x 1 =1Xxn=mn,ze m Xxn=n X m, ze
Ex(m+n)=kxm+kxmn,ze(mxn)xk=mx (nxk). Uzywajac tych
aksjomatow, mozemy dowodzié¢ wiecej twierdzen, np. ze 2 X 2 = 4, poniewaz
2x2=2x(141)=2x14+2x1=2+2=4.

W roku 1889 Giuseppe Peano zaproponowal pewien zestaw aksjomatow,
nazywany teraz Aksjomatami Peano. Zawieraja one wszystkie powyzsze
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aksjomaty i pare innych prostych stwierdzen znanych ze szkoty podstawowej,
np. ze n + 1 # 0 dla wszystkich liczb naturalnych n, oraz ze jezelin +1=m + 1,
to n = m. Wreszcie, Aksjomaty Peano zawierajg nieskonczenie wiele aksjomatow,
ktore umozliwiaja przeprowadzanie dowodéw przez indukcje. Mianowicie, dla
kazdej wlasnosci (wyrazonej w jezyku formalnym) jest aksjomat, ktory glosi,

ze jezeli liczba 0 ma te wlasnosé, oraz ze z tego, iz ta wlasnos$¢ zachodzi dla
liczby n, wynika, ze zachodzi tez dla liczby n + 1, to woéwczas ta wlasnosé
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych. To — z grubsza — sa wszystkie
Aksjomaty Peano. Co prawda jest ich nieskonczenie wiele, ale sa efektywne,

to znaczy, ze mozna napisa¢ prosty program komputerowy, ktéry bedzie
odpowiadal na pytanie czy dane zdanie jest jednym z Aksjomatéw Peano.
Inaczej mowiac, da sie je opisa¢ w skonczony sposob. Uzywajac tych aksjomatow,
z powodzeniem mozna dowodzié¢ trudnych twierdzen z teorii liczb, np. ze

jest nieskoriczenie wiele liczb pierwszych, ze jest nieskonczenie wiele trojek
pitagorejskich (czyli takich tréjek a,b,c, ze a® + b? = c2), lub ze kazda liczba
naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb naturalnych (jest to twierdzenie
Lagrange’a z roku 1770).

Pozostaje jednak pytanie: czy Aksjomaty Peano wystarczaja, zeby dowodzi¢
wszystkich prawdziwych zdan o liczbach naturalnych? To pytanie jest zle
postawione: czymze bowiem sg liczby naturalne? Jedyne, co mozemy stwierdzié,
to to, ze powinny one spelniaé¢ pare oczywistych wlasnosci, takich wtasnie jak te
wybrane przez Peano. Mogliby§my uznaé: liczby naturalne to sa wtadnie takie
liczby, ktore spelniaja Aksjomaty Peano. Gdy Peano oglosil swoje aksjomaty,
wielu matematykow uznalo, ze jednoznacznie okreslaja one to pojecie, ktore
mamy na my$li moéwiac o liczbach naturalnych. Pozostaja jednak dwa problemy.

Problem 1: zupelnosé. Byé moze Aksjomaty Peano moga by¢ spelnione
przez ,modele” majace rozne wlasnosci — tak jak nasz poczatkowy, maly zestaw
aksjomatow dopuszcezal model, w ktorym prawdziwe byto zdanie ,,2 x 2 = 4” oraz
inny, w ktérym ,,2 x 2 = 0”. Innymi stowy, zdanie ,,2 x 2 = 4” jest niezalezne od
owego matego zestawu aksjomatow, ktore dopuszcezaja zar6wno prawdziwosé
tego zdania, jak i jego falszywosé. Natomiast jak widzieliSmy, Aksjomaty Peano
juz jednoznacznie implikuja prawdziwos$é zdania 2 x 2 = 4. By¢ moze jednak
wciaz sa jakie$ zdania od nich niezalezne? Na przyktad, czy to mozliwe, ze ani
prawdziwos$é¢ Hipotezy Goldbacha, ani jej falszywosé nie wynika z Aksjomatow
Peano? W roku 1931 Kurt Gédel udowodnil, ze rzeczywiscie istnieja zdania
niezalezne od Aksjomatow Peano! Méwimy tez, ze Aksjomaty Peano nie sa
zupelne. Czyzby wiec byly zbyt stabe, i nalezy dolozy¢ jeszcze jakies aksjomaty?
Okazuje sie, ze niezupelno$é nie oznacza bynajmniej, ze Peano zapomniat
uwzgledni¢ jakichs aksjomatow. Godel udowodnit bowiem, ze kazdy efektywny
(dzi$ powiedzieliby$my ,rozpoznawalny przez program komputerowy”) zestaw
aksjomatow rozszerzajacy Aksjomaty Peano nie bedzie zupelny lub bedzie
sprzeczny (wyniknie z niego, ze 0 = 1)! Jest to tak zwane Pierwsze Twierdzenie
Godla o Niezupetnosci.

Co oznacza Pierwsze Twierdzenie o Niezupelnosci? Czyzby to, ze sa
twierdzenia matematyczne, ktore sa prawdziwe, ale nie da sie ich ani udowodnic¢,
ani obali¢? Nie! Oznacza ono jedynie tyle, Ze nie istnieje bezwzgledne pojecie
,prawdziwego twierdzenia”. Twierdzenie Godla nie oznacza réwniez, ze sa pytania
matematyczne, na ktére odpowiedzi nigdy nie bedziemy znali. Oznacza jedynie
tyle, ze odpowiedz na niektore pytania nie wynika jednoznacznie z Aksjomatéw
Peano (i innych zestawow aksjomatow), podobnie jak odpowiedz na pytanie
sile lat ma Marek?” nie wynika z zalozenia, ze ,Marek ma jabtko”. Dla kazdego
pytania z teorii liczb musimy wiec dopuscié trzy mozliwe odpowiedzi: ,tak”, ,nie
oraz ,nie wynika z Aksjomatéw Peano”. I tak samo kazdy zestaw aksjomatow
probujacy opisywac liczby naturalne, dajacy sie opisa¢ w skoniczony sposob (tzn.
efektywny), nie bedzie zupelny. Da sie natomiast rozszerzy¢ Aksjomaty Peano
do zupelnego zestawu aksjomatow, biorac np. jako aksjomaty wszystkie zdania,
ktore uznamy, ze powinny zachodzi¢ w naszych liczbach naturalnych. Mozemy,
na przyklad, przyja¢ Hipoteze Goldbacha za aksjomat, gdyz zostata ona

77

2



ZFC to akronim od nazwisk
matematykéw Zermelo oraz Fraenkel,
oraz od aksjomatu wyboru, po angielsku
choice azxiom.

potwierdzona dla wszystkich liczb mniejszych niz 4 - 10'® = 4000000000000000000.
Ale jesli rozszerzymy Aksjomaty Peano o aksjomat gloszacy prawdziwosé tej
hipotezy, to ryzykujemy, ze ktoregos dnia ktos udowodni, ze z Aksjomatow
Peano wynika jej fatlszywosé, tym samym dowodzac, ze nasz rozszerzony system
aksjomatow jest sprzeczny. Innym problemem jest brak efektywnosci: nawet jesli
jakims cudem udatoby sie wybraé¢ niesprzeczny i zupelny zestaw aksjomatow
rozszerzajacy Aksjomaty Peano, to ten wybor bedzie bardzo arbitralny: nie
bedzie efektywny, wiec nie bedzie mozna napisa¢ programu komputerowego,
ktory by rozstrzygal, czy dane zdanie jest aksjomatem, czy nie jest. A to
znaczy, ze matematyk nie mogtby w skoriczony sposoéb wybranych przez siebie
aksjomatow opisaé¢ ani zakomunikowaé drugiemu matematykowi.

Problem 2: niesprzecznosé. Malo tego, ze Aksjomaty Peano nie sa zupelne,
byé¢ moze sa sprzeczne! Pomimo ze zostaly wybrane w taki sposob, zeby nie
budzi¢ zadnych watpliwosci, tzn. wszyscy matematycy sie zgadzaja, ze nasze
wyidealizowane pojecie o liczbach naturalnych powinno przynajmniej spelniaé te
aksjomaty, to wciaz jest mozliwe, ze ktoregos dnia ktos udowodni, ze wynika

z nich sprzecznos$é, np. ze 0 = 1 (z Aksjomatow Peano wynika niewatpliwie,

ze 0 # 1). Innymi stowy, nie wiadomo, czy Aksjomaty Peano sa niesprzeczne.

A nawet jezeli sa, to nie da sie tego udowodnié, uzywajac samych Aksjomatow
Peano! Mozna znowu probowaé¢ obwinia¢ o to Peano: dal za duzo aksjomatow,

i dlatego, by¢ moze, sa sprzeczne, lub dal za mato aksjomatow, i dlatego nie

da si¢ na ich podstawie udowodnié¢ ich wlasnej niesprzecznoéci. Jednak i tym
razem Peano jest tu niewinny. Godel udowodnil bowiem, ze jakiegokolwiek by
nie rozwazac¢ zestawu aksjomatow, jezeli umozliwia on rozwazania arytmetyczne
(tzn. dotyczace dodawania, mnozenia i ich podstawowych wlasnosci) i jest
efektywny i niesprzeczny, to nie da sie niesprzecznosci tego zestawu udowodnié,
uzywajac tylko tych aksjomatow. Ten wynik, zwany Drugim Twierdzeniem

o Niezupelosci, rozszerza pierwsze Twierdzenie o Niezupetosdci, gdyz podaje
konkretne zdanie, ktorego prawdziwosé jest niezalezna od rozwazanego

zestawu Z, mianowicie zdanie ,zestaw aksjomatow Z jest niesprzeczny”.

Czy mozliwo$é, ze Aksjomaty Peano sa sprzeczne, spedza
matematykom sen z oczu? Ot6z nie! Matematycy wierzg gleboko, ze
Aksjomaty Peano sa niesprzeczne. Co wiecej, potrafiag to udowodnié, zaktadajac
niesprzecznos¢ wiekszego zestawu aksjomatow, na przyktad aksjomatow

ZFC. Te aksjomaty, zamiast opisywaé liczby, opisuja nasze powszechne
wyobrazenie na temat tego, czym sg zbiory. Zaleta mowienia o zbiorach jest

to, ze mozna za ich pomoca zdefiniowaé zaréwno liczby naturalne, dodawanie,
mnozenie, jak i obiekty geometryczne, takie jak ptaszczyzna, prosta, przestrzen
wielowymiarowa, a tez wszystkie inne obiekty, o ktorych na co dzien mysla,
matematycy. Po co nam wiec Aksjomaty Peano, skoro aksjomaty ZFC daja
wiecej, i na dodatek dowodzg niesprzecznosci Aksjomatow Peano? Otz
twierdzenia Go6dla o niezupelnosci stosuja sie takze do aksjomatow ZFC:

z samych aksjomatéw ZFC nie mozna udowodnié ich niesprzecznosci (by¢
moze, ze sa sprzeczne). Mozna za to znalez¢ kolejny zestaw aksjomatow,
powiedzmy ZFCD, z ktorego niesprzecznosci wynika niesprzecznosé aksjomatow
ZFC. I tak dalej. Im wicksze rozwazamy zestawy aksjomatow, tym mniej sa
one uniwersalnie akceptowane przez matematykow. Gdyby ktos udowodnit
sprzecznosé aksjomatow ZFCD, byé moze nie bylby to tak duzy szok dla
wiekszosci matematykow. Ale gdyby ktos udowodnit sprzecznosé aksjomatow
ZFC lub samych Aksjomatow Peano, bytaby to dla matematykéw prawdziwa
katastrofa!

Jakie sa przyklady zdan niezaleznych od Aksjomatéow Peano? Jest
bardzo niewiele znanych probleméw z teorii liczb, o ktorych wiadomo, ze sa
niezalezne od Aksjomatéw Peano. Np. nie wiadomo, czy Wielkie Twierdzenie
Fermata, ktore jest powszechnie uznane przez matematykow za prawdziwe, da
sie udowodnié, korzystajac tylko z Aksjomatow Peano — dowdd Andrew Wilesa,
ogoblnie uznawany za poprawny, uzywa bowiem bogatszego zbioru aksjomatow
ZFC. Sa tez znane twierdzenia z teorii liczb, np. Twierdzenie Goodsteina,
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o ktorych wiadomo, ze sa niezalezne od Aksjomatow Peano, ale moga by¢
udowodnione przy uzyciu aksjomatoéw ZFC. Z kolei wiadomo, ze stynna Hipoteza
Continuum jest niezalezna od aksjomatéw ZFC.

Hipoteza ta moéwi, ze kazdy podzbior zbioru liczb rzeczywistych jest albo réwnoliczny z calym
zbiorem liczb rzeczywistych, albo jest réwnoliczny z jakim$§ podzbiorem zbioru liczb naturalnych —
nie ma mozliwosci posrednich!

Jednak na co dziei matematycy bardzo rzadko rozwazaja problemy niezalezne
od aksjomatow ZFC.

Podsumowujac, nawet w matematyce niektore fakty sa przyjmowane ,na wiare”,
i odpowiedZ na niektore — w pelni precyzyjne — pytania moze brzmieé ,to
zalezy”. Taka odpowiedz ma jednak bardzo konkretne znaczenie: oznacza, ze
potrafimy udowodnié, iz odpowiedz na to pytanie jest rézna w réznych modelach
spetniajacych nasze aksjomaty. Nie polecam wiec wpisywaé takiej odpowiedzi na
egzaminie maturalnym!

Redaguje Fukasz BOZYK

M 1516. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC'. Na odcinkach AC, BC
znajduja sie odpowiednio takie punkty K, L, ze AK = C'L oraz % =k<2.

Wyznaczy¢, w zaleznosci od k, miare kata miedzy prostymi AB i KL.
Rozwiazanie na str. 8

M 1517. Na ponad potowie pol szachownicy 7 x 7 ustawiono wieze. Wykazaé, ze
co najmniej jedna wieza jest otoczona, tzn. zaréwno w wierszu, jak i w kolumnie
znajduje sie pomiedzy pewnymi dwiema innymi wiezami.

Rozwiazanie na str. 9

M 1518. Kazda liczbe caltkowita wieksza od 1 pomalowano na pewien kolor
w taki sposob, ze jezeli dla pewnych dwoch liczb a, b wiekszych od 1 liczba
a® + b? jest podzielna przez a + b, to a ma ten sam kolor, co b. Jaka jest
najwieksza mozliwa liczba koloréw uzytych do pomalowania liczb?
Rozwiazanie na str. 11

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 919. Osiagana przez krople deszczu predkosé opadania v rosnie z jej
$rednica. Obserwacje wskazuja, ze duze krople osiagaja predkosé okoto 10 m/s.
Oszacuj, jakie srednie ci$nienie p wywiera na poziomy dach bardzo silny deszcz
o intensywnosci H = 20 mm na godzine (zakladamy, ze woda natychmiast spltywa
rynnami). Przyjmij, ze gestosé wody to p = 103 kg/m?’.

Rozwiazanie na str. 17

F 920. Utrzymanie stalej temperatury ciata cztowicka wymaga odprowadzania
okoto P =100 W mocy cieplnej. Ile wody musieliby$my wypoci¢ w ciagu doby,
gdyby pocenie bylo jedynym procesem chlodzenia (tak jest, gdy temperatura
otoczenia staje sie bliska ¢t = 37° C)? Oszacuj, jak duza powierzchnie S ciala
musieliby$Smy pozostawic¢ odkryta w otoczeniu o temperaturze tg = 22° C,
gdyby promieniowanie cieplne bylo jedynym mechanizmem chtodzenia. Dla
uproszczenia zakladamy, ze odziez doskonale izoluje cieplnie, a wspotczynnik
promieniowania przez skore jest bliski 1. Ciepto parowania wody wynosi

L = 2257 kJ /kg, a stata Boltzmanna to o = 5,67 - 1078 W/(m?K?).

Rozwiazanie na str. 17

4



