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W tym krotkim artykule autorzy chcea zaprezentowaé zwiezty i pickny w swej
prostocie dowod rozbieznodci szeregu odwrotnosci liczb pierwszych. Fakt ten
mozna udowadniaé, razem z innymi fundamentalnymi i bardziej wyrafinowanymi
twierdzeniami teorii liczb przez caly semestr przedmiotu Teoria Liczb, na
Wydziale MIM UW, ale mozna go réwniez wyttumaczy¢ w sposob elementarny.

Udowodnimy zatem, korzystajac z podstawowych zaleznosci, nastepujacy fakt.
Twierdzenie.
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gdzie p; to kolejne liczby pierwsze.

Przypomnimy, ze suma nieskoriczonej liczby sktadnikéw nie musi by¢
nieskoniczona. Jesli sktadniki w nieskoiiczonej sumie sg coraz mniejsze, to moze
ona by¢ skonczona. Jako przyklad podamy standardowy szereg
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Tego faktu dowodzi rysunek na marginesie.

Wyttumaczywszy si¢ z tego, ze nieskoriczenie wiele sktadnikéw moze sumowaé sie
do skoriczonej liczby, pokazemy teraz, ze nawet jesli wyrazy nieskonczonej sumy sg
coraz mniejsze, to wcale niekoniecznie suma ta musi by¢ skonczona. Wezmy na
warsztat szereg odwrotnosci liczb naturalnych:
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Prosty dowdd, pochodzacy od Mikotaja Oresme, polega na ,paczkowaniu” liczb

naturalnych w nastepujacy sposob.
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Kazda n-ta paczka zawiera 2™ kolejnych liczb naturalnych. Suma wyrazow

W paczce jest szacowana przez najmniejszy z jej wyrazow, czyli 27". W n-tej
paczce znajduje sie ich 21, a wiec n-ta paczka sumuje si¢ do co najmniej

2n=1. 27" dla dowolnego numeru paczki, a paczek jest nieskoniczenie wiele (suma
nieskoriczenie wielu potowek jest nieskonczona).

Lemat 2. Kazdg liczbe naturalng n mozna dla pewnej naturalnej liczby | zapisaé
W Postact Py * Piy -+ Pk, - 12, gdzie py, to liczby pierwsze.

Ten fakt jest natychmiastowa konsekwencja Twierdzenia o jednoznacznosci
rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze: kazda dodatnia liczbe naturalna
mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
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gdzie p; sa liczbami pierwszymi, a «; potegami, w ktérych wystepuja. Rozklad ten,
z dokladnoscia do kolejnosci, jest jednoznaczny.

Dowdd. Zeby udowodnié¢ Lemat 2, wystarczy rozdzieli¢ kazdg liczbe pierwsza p

z powyzszego rozkladu, ktora jest podniesiona do nieparzystej potegi, 2a + 1, na
dwa czynniki p?® i p. Czesé ,parzysta”’ grupujemy wraz z tymi liczbami
pierwszymi, ktore podniesione sa do parzystej potegi, w jedna liczbe 12. Zostaja
nam liczby pierwsze w potedze 1. O
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Rozwigzanie zadania M 1498.
Nie!

Zalézmy przeciwnie, ze takie funkcje
kwadratowe istnieja. Wowczas liczby

h(0),h(1),...,h(7) sa pierwiastkami
wielomianu czwartego stopnia f(g(z)).
Poniewaz h(a) = h(b) dla a # b tylko
ath

wowcezas, gdy jest wierzchotkiem

funkcji h(r) to otlzymujemy h(0) = h(7),

h(1) = h(6), h(2) = h(5) i h(3) = h(4).
Ponadto h(0) > h(1) > h(2) > h(3) lub
h(0) < h(1) < h(2) < h(3).

Licaby g(h(0)), 9(h(1)), 9(h(2)) 1 g(h(3))
sa plerwiastkami funkcji kwadratowej
f(z), wigc mamy g(h(0)) = g(h(3))

i g(K(1)) = g(h(2)) oraz

h(0) + h(?z) = h(1) + h(2). Dla funkcji
h(z) = az® + bz + c ostatni warunek
wymusza a = 0, co daje sprzecznosé.
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jest spetniona dla wszystkich x # 0.
Za dowdd niech wystarczy widoczny obok rysunek.

Przyda nam si¢ jeszcze jeden pomocniczy lemat.

Lemat 4. -
> <
k2

k=1

Mimo ze znana jest dokladna suma powyzszego szeregu, tutaj wystarczy fakt, ze
jest ona skoriczona.
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Zmniejszajac mianownik w kazdym wyrazie, dostajemy gorne oszacowanie 1%2
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Dowdd twierdzenia. Mozemy juz udowodnié twierdzenie ,,gtowne”. Skorzystajmy
najpierw z lematu 3. Skoro
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kazda liczba pierwsza p; spehna(l + ) < eri,
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to mozna oszacowaé nieskoniczony iloczyn
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Oznaczmy przez L lewa strone powyzszej nieréwnosci i wymnoézmy nawiasy:
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Przemnozmy teraz powyzsze przez skor‘lczon@ sume Y 75 (lemat 4)
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co wynosi dokladnie Y, L (lemat 2). Mamy zatem ostatecznie
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Dobrym zwyczajem po przeczytaniu artykulu jest samodzielne obliczenie czegos i zastanowienie
sie¢ nad podobnym problemem. Proponujemy zatem trzy pytania/zadania, o rosnacym stopniu
trudnosci.
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1. Czy suma ZZ;’OI 3% jest skoriczona, a jesli tak, ile wynosi?

2. Pokazalismy w lemacie 4 zbieznos¢ szeregu » 72, klz , bez wskazania wyniku sumowania.
Polecamy, by, inspirujac sie podanym dowodem, obliczy¢ dokladnie sume szeregu
X wRD -

3. Liczbami blizniaczymi nazwiemy dwie takie liczby pierwsze, ktorych réznica wynosi 2. Sa to
np.315,517,...,71173,...,1997 1 1999. Do dzi$ otwarty pozostaje problem, czy liczb
tych jest nieskoriczenie wiele (tzw. hipoteza liczb pierwszych blizniaczych). Oczywiscie, nie
proponujemy Czytelnikom jako pracy domowej udowodnienia badz obalenia hipotezy, ale
sugerujemy, by zastanowi¢ sie, czy suma odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych blizniaczych
jest zbiezna (czyli mniejsza niz co), jesli tak, czy mozna ja tatwo oszacowac.



