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Dotarlismy do ostatniej czesci cyklu, w ktérym prezentujemy wybrane przyktady
zaskakujacych relacji pomiedzy réznymi, pozornie bardzo odleglymi, obszarami
matematyki. Nie wypada jednak zakonczy¢ bez poswiecenia nalezytej uwagi
dziedzinie teorii liczb. Jak bowiem matematyka nazywana jest czesto krdolowa
nauk, tak o teorii liczb méwi sie czesto jako o krélowej matematyki. A krélowa
ma, oczywiscie, wielu stuzacych.

Mbowiac juz catkiem powaznie, proste i eleganckie w sformutowaniu problemy
teorii liczb przyciagaja uwage matematykéw juz od tysiecy lat. Nie trzeba
dodawac, iz nierzadko te pozornie proste pytania w rzeczywistosci okazuja sie
niezwykle glebokie i wymagajace wielu lat wytezonej pracy tegich umystéw
matematycznych. Powstaly catkiem nowe dziedziny, ktérych rozwdj byt
inspirowany uzyskaniem postepu w pewnych otwartych problemach teorii liczb.
W ramach przykladéw mozemy wymienié algebraiczna teorie liczb, geometrie
algebraiczna czy analityczna teorie liczb. Wlasnie ta ostatnia stanowi temat
przewodni artykutu.

Termin ,analityczna teoria liczb” moze brzmieé¢ dosy¢ groznie. I rzeczywiscie —
jest to trudny i zaawansowany dzial matematyki, ktory po dzi$ dzien jest ciagle
intensywnie rozwijany. Z géry jednak uspokajamy, ze caly artykul oparty jest
na elementarnych przyktadach i nie wymaga zadnej specjalistycznej wiedzy.
Potrzebne beda jedynie podstawowe informacje dotyczace granic ciagdw

i zbieznosci szeregéw. W ostatnim z zadan wykorzystamy réwniez podstawowe
wtlasnosci liczb zespolonych. Cala ta wiedza miesci si¢ w programie I roku
studiow i korzystajac z materialow pomocniczych, mozna ja w razie czego
bardzo szybko uzupemié. Okazuje sig¢, ze nawet tak podstawowe narzedzia
analizy otwieraja catkiem nowe mozliwosci w zakresie rozwiazywania problemoéw
teorii liczb.

Metody analityczne shuzg czesto do badania teorioliczbowych wtasnosci
wielomianéw o wspotcezynnikach catkowitych. Moga byé¢ pomocne

w scharakteryzowaniu wielomianéw o pewnych naturalnych wtasnosciach. Tego
typu charakteryzacja stanowi tresé pierwszego z zadan, pochodzacego z II etapu
polskiej Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 1. Tréjmian kwadratowy P(x) rzeczywiscie dobry kierunek, gdyz mozemy zauwazy¢, ze
o wspotczynnikach calkowitych spelnia nastepujgcy 1721“ — 22
warunek: dla dowolnej liczby calkowitej x liczba P(x) Tntl = Tn = Tt + Tn =
jest kwadratem liczby catkowitej. Dowiesé, Ze
wielomian P(x) jest kwadratem pewnego wielomianu. _ (a(n+1)* +b(n+1) +¢c) — (an® + bn + ) _

, o Van+1)2+bn+1)+c+vVan2 +bn+c
Rozwigzanie. Niech

) _ 2an+a+0b _
Plz) = az”+ bz +c, Van? + (2a +b)yn+ (a+b+c) +Van? +bn + ¢

gdzie a,b,c € Z oraz a # 0. Dla dowolnej liczby 9q 4 atb
naturalnej n > 1 niech z,, bedzie taka liczba naturalna, = n .
ze P(n) = 22. Ciag (z,)2%, ma dwie istotne wlasnosci. \/a + 20tb 4 atbie 4 \/a +L24 2
Po pierwsze, jest to ciag liczb catkowitych. Po drugie, Przechodzac 7 n do nieskoficzonosci, otrzymujemy
na podstawie definicji jesteSmy w stanie okreslié¢ jego . %
tempo wzrostu. Cala sztuczka polega teraz na tym, aby nlLH;O(I7z+1 —Ty) = m =a.

z ciagiem (2,)22, zwiaza¢ inny ciag liczb caltkowitych,
ktory okaze sig zbiezny. Wéwczas otrzymamy naprawde
potezng dawke informacji — zbiezny ciag liczb
calkowitych musi by¢ przeciez od pewnego miejsca staly!
Jak wiec znalezé taki ciag? Mozemy mysle¢ w ten
sposob: skoro kwadrat liczby z,, ,zachowuje sie”
kwadratowo (jest warto$cia wielomianu kwadratowego),
to ciag x, powinien ,zachowywaé si¢” liniowo. Tn=Tn-1+k=z2+2k=... =25+ (n— N,
To nasuwa pomyst zbadania réznicy x,+1 — x,. Jest to dla dowolnego n > N. Tym samym dla dowolnego n > N
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Wykazaliémy w ten sposéb, iz ciag liczb catkowitych
(Tn41 — Tn)n>1 jest zbiezny. Musi byé to zatem ciag

od pewnego miejsca staly i jego granica jest, oczywiscie,
liczbg catkowita. Innymi stowy, istnieja takie liczby
naturalne k, N, ze a = k2 oraz 41 =, +kdlan > N.
W szczegdlnosei



spelniona jest réwnosé
P(n) = 23, = (zn + (n — N)k)*.

Poniewaz wartosci wielomianéw P(z) oraz

(rn + (x — N)k)? pokrywaja si¢ dla nieskoficzenie wielu
argumentow, wielomiany te sa réwne. WykazaliSmy

w ten sposéb, ze P(x) jest kwadratem pewnego
wielomianu i dowdd jest zakonczony.

Kolejny przyktad jest zaskakujacym zastosowaniem
stynnego faktu analizy matematycznej: szereg
harmoniczny, czyli szereg Y | % kolejnych odwrotnosci
liczb naturalnych, jest rozbiezny.

Zadanie 2. Dane sq liczby catkowite a,b wieksze od 1.
Udowodnié, ze istnieje pewna wielokrotno$c liczby a,
ktora zapisana w systemie pozycyjnym o podstawie b
zawiera kazdg z cyfr 0,1,2,...,b— 1.

Rozwigzanie. Rozwiazanie bedzie przebiega¢ w sposéb
niekonstruktywny. Zamiast wskazywac konkretna
wielokrotno$é liczby a, ktéra ma zadang wlasnosé,
zalozymy, ze teza zadania nie jest prawdziwa i dojdziemy
do sprzecznosci. Poniewaz szereg harmoniczny > i
odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych jest rozbiezny,
rozbiezny jest rowniez szereg y ., % odwrotnosci
wielokrotnosci liczby a. Niech S oznacza zbiér liczb
naturalnych n, ktére w zapisie pozycyjnym o podstawie b
nie zawieraja choéby jednej z b mozliwych cyfr. Jezeli
teza zadania nie jest prawdziwa, to zbidr S zawiera
wszystkie wielokrotnoéci liczby a, a wigc w szczegdlnosei
szereg er s 3 Jest rozbiezny. Udowodnimy, Ze ten szereg
jest zbiezny, uzyskumc w ten sposob sprzeczno$é, ktora
w efekcie zakonczy rozwigzanie zadania.

Ustalmy dowolna cyfre ze zbioru {0,1,2,...,b — 1}.

Latwo zauwazy¢, ze wystarczy udowodnié, iz szereg

odwrotnosci tych liczb, ktére nie zawieraja w swoim

zapisie wlasdnie tej ustalonej cyfry, jest zbiezny.

Zauwazmy dalej, ze liczb o n cyfrach w zapisie

o podstawie b, ktére nie zawieraja pewnej ustalonej

cyfry, jest co najwyzej (b — 1)™ — bowiem kazda z cyfr

mozemy wybraé¢ na co najwyzej b — 1 sposobow.

Co wiecej, liczba o n cyfrach jest nie mniejsza niz b™ 1.

Jej odwrotnoé¢ nie przekracza wiec bn%l. Poniewaz liczb

n-cyfrowych niezawierajacych ustalonej cyfry jest

co najwyzej (b — 1)", ich suma odwrotnosci jest zatem
_— . (b=1)" . .

nie wigksza niz =t Sumujac po wszystkich n,

otrzymujemy, iz szereg odwrotnosci liczb naturalnych,

ktére nie zawierajg pewnej ustalonej cyfry,

nie przekracza

SO () -
=(b—1)b < o0,

gdzie ostatnia z rownosci wynika bezposrednio ze wzoru
na sume szeregu geometrycznego. Powyzszy szereg jest
wiec zbiezny i dowdd jest zakonczony.

Kolejne zadanie dotyczy klasycznego twierdzenia Schura
o wielomianach o wspélczynnikach catkowitych.
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Zadanie 3 (Twierdzenie Schura). Dany jest niestaly
wielomian P(x) o wspdlezynnikach calkowitych.
Udowodnic, ze dla nieskonczenie wielu liczb
pierwszych p istnieje taka liczba naturalna n, Ze

p dzieli P(n).

Rozwigzanie. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze istnieje
jedynie skonczenie wiele liczb pierwszych p o takiej
wlasnoéci. Niech beda to liczby p1,p2, ..., pr. Wowczas
dla dowolnego n € N w rozkladzie na czynniki pierwsze
liczby P(n) pojawiaja sie tylko pewne z liczb p; dla
i=1,2,..., k. Innymi stowy, P(n) = cp{*p52...p5",
gdzie a1, aa, ..., ar sa nieujemnymi liczbami
calkowitymi oraz ¢ € {1, —1}.

Ustalmy liczbe rzeczywista r > 0 i zauwazmy, ze

1
E T, TQ2 o p;ak -

a1,az,...,a 20 L

k
1 r
—||<++ 2T+...>: S
p il

przy czym sumowanie odbywa si¢ po catkowitych «;.
Pierwsza z rownosci wynika z bezposredniego
wymnozenia wszystkich nawiaséw i z jednoznacznosci
rozkladu na czynniki pierwsze — liczba p]®'py™ ... p;**
pojawi sie tylko jako efekt wymnozenia a;-go skladnika

z i-go czynnika iloczynu. Druga z réwnoéci to, oczywiscie,
bezposrednie zastosowanie wzoru na sume szeregu
geometrycznego. Widzimy wiec w szczegdlnosci, ze szereg

1

ay,02,...,0, 20

jest zbiezny dla dowolnej liczby rzeczywistej r > 0.

Niech zatem r = 2777,7 gdzie m > 1 jest stopniem
wielomianu P. Dla odpowiednio duzych n prawdziwa jest
wowczas nieréwnosé

[P(n)]" = *¥/[P(n)| <n
gdyz po podniesieniu obu stron nieréwnosci
do potegi 2m sprowadza si¢ ona do |P(n)| < n?>™
a wielomian 2™ jest wielomianem wyzszego stopnia
niz P(z). W szczegdlnosci

> 1 =1
2 B 2w %

Z drugiej jednak strony kazda liczba |P(n)|" jest postaci

pI* P2 .. .pm’“ Co wigcej, dowolna liczba postaci
P17 pe™? L p™F jest réwna co najwyzej

2m liczbom |P(n)| — wielomian P nie jest staly, a wiec
kazda warto$¢ przyjmuje co najwyzej m razy, tak samo
jak wielomian —P. A zatem

>0 1 1
B S2m ran ros TOk
S <l X

pm’“) < 0.
a1,a2,...,a, 20 Pk

Otrzymana sprzecznosé konczy dowod.

Istnieje wiele dowoddéw twierdzenia Schura. Zachecamy
goraco Czytelnika do proby odnalezienia innego — dowod
zaprezentowany powyzej jest bardzo niecodzienny, ale
da sie przeprowadzi¢ bardziej nasuwajace sie
rozumowanie, ktore prowadzi do konkluzji twierdzenia.



Powyzszy dowdd ma jednak istotna zalete:

w rzeczywistodci wynika z niego znacznie wiecej.
Zauwazmy bowiem, ze dla dowolnego ciggu liczb
catkowitych dodatnich (a,)52; mozna zapytaé o to, czy
istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p, takich, ze
p|an dla pewnego n > 1. Nie jest tak, oczywiscie, dla
kazdego ciaggu: wystarczy wziaé ciag staly albo ciag

an, = 2". Jezeli jednak zalozymy dodatkowo, ze istnieje
taka liczba naturalna N, ze kazda liczba naturalna jest
wartodcia ciagu a,, dla co najwyzej N indekséw n, oraz
ze wyrazy ciagu roshg w tempie nie szybszym niz
wielomianowym — czyli, ze istnieje taki wielomian P(z),
ze a, < P(n) dla odpowiednio duzych n, to powyzsze
rozumowanie gwarantuje nieskonczony zbiér liczb
pierwszych, z ktérych kazda dzieli pewien wyraz ciggu.
Przedstawiony argument daje wiec pozytywna
odpowiedz w bardzo szerokiej klasie ciagdw.

Ostatnie z zadan nalezy do podobnej kategorii co
zadanie pierwsze. Dotyczy ono charakteryzacji
unormowanych wielomianéw o wspoétczynnikach
catkowitych, ktére osiagaja kazda z poteg liczby 2 dla
argumentow catkowitych. Gléwny pomyst rozwiazania
rowniez jest zblizony, lecz zrealizowanie go w szczegdtach
wymaga wiekszego zaangazowania.

Zadanie 4. Dany jest unormowany wielomian P(x)

o wspolczynnikach calkowitych, ktory speinia nastepujgcy
warunek: dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n
istnieje taka liczba calkowita dodatnia x, zZe P(x) = 2™.
Udowodnié, ze wielomian P jest wielomianem liniowym.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez m stopien wielomianu P.
Naszym celem jest wykazanie réwnoséci m = 1. Z treéci
zadania wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1
istnieje taka liczba catkowita x,,, ze P(x,) = 2™.
Podobnie jak w zadaniu pierwszym, mozemy probowad
wykorzystaé ten warunek, aby zwiazaé z ciagiem (z,,)n>1
inny ciag liczb catkowitych, ktéry okaze sie zbiezny,

a wiec od pewnego miejsca staty. Przeprowadzimy
najpierw czysto heurystyczne rozumowanie, ktére
pomoze nam znalez¢ kandydata na tego typu ciag.
Poniewaz wielomian P jest unormowany i stopnia m,
mozemy mysleé, ze dla duzych wartoéci x wartosé P(z)
wzachowuje sie” jak ™. Skoro tak, to aby zachodzila
réwnosé P(z,) = 2", wyraz x,, powinien ,zachowywac
sie” jak 2w . Zauwazmy jednak, ze 25t —2.2% =0,
co sugeruje, ze dobrym kandydatem moze by¢ ciag
(Tnam — 225)n>1. Okazuje sig, ze tak jest w istocie —
udowodnimy, ze jest to ciag zbiezny.

W pierwszej kolejnosci dowiedziemy nieco stabszej
wlasnodci: limy, o “25™ = 2. Zauwazmy najpierw, ze

ciag x, dazy, oczywiscie, do nieskonczonosci. Poniewaz,
wspolczynnik w P przy x™ jest réwny 1, to dostajemy

limy, — oo Piﬁ”) = 1. Tym samym
lim Tp'em — lim Tp'm . P(x,) ) P(2nim) _
n— 00 (L'nm n— oo P(xn+m) .%'nm P((L‘n)
. P@pim .omm
= lim ———— = lim —— =2"
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a stad, oczywiscie, mamy lim,, o 25 = 2. Ciag *5™
niekoniecznie jest ciggiem liczb calkowitych, a wiec jego
zbieznosé nie daje jeszcze nam bezposrednio istotnych
korzysci. Jest to jednak pomocny krok posredni.

Zapiszmy bowiem wielomian P(x) w postaci
P(x) = 2™ 4 apm_12™ ... + a1z + ag,
dla pewnych liczb catkowitych ag, a1, ..., Gm—_1.
Z ré6wnosci P(Tpm) = 27T™ = 2™ P(x,,) otrzymujemy
m—1
$:Ln+nl - 2mx;r:1 = - Z ai('r;-ﬁ-m - 2mxfn)
i=0
Ze wzoru na réznice m-tych poteg mamy ponadto
m—1
Tptem — 2700 = (Tngm — 25%)( Z QZIZIT-&-?rgl)v
i=0
co w potaczeniu daje nam zaleznosé

X i, — )
. _

m—1¢; 4 m—i—1
Zi:o 2‘rn‘rn+m

m—1 Tnim)? 1
>ty ai(( S ) Qa1 2)
m—1 [ Tpim \Mm—i—1 :
it (%52)
Przechodzac z n do nieskonczonosci w powyzszej
rownoéci i korzystajac z wezeéniej udowodnionego faktu
limy, oo 12";"’" = 1, otrzymujemy zatem zbieznos¢ ciagu
Tptm — 2%y Jest to ciag liczb catkowitych, a wigc
istnieje liczba naturalna N oraz liczba calkowita A, dla
ktérych zpqpm — 22, = A, gdy n > N.

xn+m

Wykazaliémy w ten sposob, ze dla odpowiednio duzych n
prawdziwa jest réwnos$¢ P(2z,, + A) = 2MP(xy,).

To jednak oznacza, iz wielomian P(2z + A) — 2™ P(x)
ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw, a wiec jest
wielomianem zerowym. Czyli dla dowolnej liczby
rzeczywistej x prawdziwa jest rownosé

P2z + A) = 2" P(x).

Wychodzac od teorioliczbowego warunku danego w tresci
zadania, udato nam si¢ zatem dotrze¢ do czysto
algebraicznej zaleznosci, ktdrg spelnia wielomian P(x).
Aby doprowadzié rozwigzanie do konica, postuzymy sie
liczbami zespolonymi. Jak wiadomo, kazdy wielomian
ma tyle pierwiastkéw zespolonych, ile wynosi jego
stopien. Niech zg bedzie zatem dowolnym zespolonym
pierwiastkiem wielomianu P. Woéwczas
skad wynika, ze 2z¢ + A jest réwniez pierwiastkiem
wielomianu P. Kontynuujac w ten sposéb, widzimy, ze
pierwiastkiem wielomianu P sg réwniez liczby
4zg 4+ 34,820 + TA, 1629 + 154, . ... Wielomian P
nie jest jednak wielomianem zerowym, a wiec liczby
w tym ciggu musza od pewnego miejsca zaczac sie
powtarzaé. To za$ oznacza, ze dla pewnych liczb
naturalnych k& > [ mamy
220+ (2F —1)A =22 + (21 = 1)A,

co z kolei mozna przeksztalci¢ do postaci

(2% —2h 29 = — (2% — 2H A,

a stad, oczywiscie, zg = —A.



DowiedlisSmy zatem, iz kazdy pierwiastek

wielomianu P(z) jest réwny —A. Skoro wielomian P(x)
jest unormowany, to w takim razie P(z) = (z + A)™.
W tym momencie teza zadania staje si¢ ewidentna:

(.Il + A)m = P(Q?l) = 2.

Liczba 2 jest m-ta potega liczby catkowitej tylko dla
m = 1. Wielomian P(x) jest wiec wielomianem liniowym
i rozwiazanie jest zakonczone.

W ten sposéb dotarlismy do konca cyklu. Zywimy
nadzieje, ze ukazal on korzysci ptynace z zachowania
otwartosci umyshu na niecodzienne pomysty. Podobnie
jak odwagi do podazania niekoniecznie najbardziej
narzucajaca sie droga. Ktéz bowiem wie, co ciekawego
moze nas na niej spotkac?

Metody, ktére Czytelnik mial okazje spotkaé
w powyzszych przykladach, moze wykorzysta¢ w dwoch
zadaniach do samodzielnego rozwigzania.

3

wzglednie pierwsze.

n3 —m? sg wzglednie pierwsze. Wykaz, ze liczby n? —m

Rozwiazanie na str. 2

Rozwiazanie na str. 15

Zadanie 5. Liczby catkowite a i b spelniajq nastepujgcy
warunek: dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n
liczba a - 2™ + b jest kwadratem liczby calkowitej.
Udowodnié, ze a = 0.

Podpowied?. Niech x,, bedzie taka liczba catkowita
dodatnia, ze a - 2" + b = x2. Rozwaz ciag
(an - In+2)n>1-

Zadanie 6. Dany jest rosngcy cigg (an)n>1 liczb
catkowitych, ktory spetnia warunek a, < 1000n.
Wykazaé, Ze w ciggu istnieje nieskonczenie wiele
wyrazow, ktére w zapisie dziesietnym majq co najmniej
2015 kolejnych cyfr réwnych 1.

PodpowiedZ. Niech S bedzie zbiorem liczb, ktore

w zapisie dziesietnym nie maja ciaggu 2015 kolejnych cyfr
réwnych 1. Udowodnij, ze szereg > ¢ % jest zbiezny.
Oszacuj w tym celu od gory liczbe liczb n cyfrowych

w zbiorze S.

Redaguje Urszula PASTWA
M 1486. Dane sa takie liczby catkowite dodatnie n > m, ze liczby n” —m

7 oraz
2in3 — m3 sy réwniez

M 1487. W tréjkat ABC wpisany jest okrag o promieniu r. Proste styczne
do okregu i rownolegte do bokéw trojkata odcinajg od niego trzy trojkaty.
Wykaz, ze suma promieni okregéw wpisanych w te trzy tréjkaty jest réwna r.
Rozwiazanie na str. 5

M 1488. Rozstrzygnaé, czy istniejg liczby naturalne ni, ne, ng, ng, wszystkie
wieksze od 2016, spelniajace réwnanie

2 2 2 2
ni +ns +n3 + ny = ninong + ningng + Ninzng + nangny.

Przygotowat Andrzej MAJHOFER

F 899. Bezposredni pomiar energii kinetycznej poruszajacego sie swobodnie
elektronu dal wynik £ = (1000 £ 0,1) eV — tzn. pomiar wykonano

z dokladnoscig do AFE = 0,1 eV. Wyznacz stosunek dokladnosci okreslenia
polozenia (wspdlrzednej x w kierunku ruchu) elektronu do dlugosci jego fali
de Broglie’a bezposrednio po tym pomiarze.

Rozwiazanie na str. 1

F 900. Do wykonania do$wiadczenia Younga z molekutami — tj. obserwacji
prazkéw interferencyjnych po przejéciu wiazki przez uktad réwnoleglych,
réwnoodleglych szczelin — potrzebna jest odpowiednio przygotowana wiazka
molekul. Powinna to by¢ wiazka identycznych molekul poruszajacych sie
réownolegle w kierunku ukladu szczelin z jednakowymi predkoéciami. Jak duzy

jest dopuszczalny rozrzut Av predkosci molekul w wigzce, jesli chcemy
zaobserwowa¢ wyrazne prazki do rzedu n?

Rozrzut Av predkoséci v w wigzce o éredniej predkosci vg okreslaja nieréwnosci

v — Av < v < vg + Av.
Rozwiazanie na str. 15
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