Jesli f jest obrotem plaszczyzny
wzgledem ustalonego punktu O

o kat 45°, to kazdy punkt P spelnia
warunek f80(P) = P, czy f*8(P) = P,
ale dla P # O okresem podstawowym
jest 8.
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Udowodnione ponad trzysta lat temu male twierdzenie Fermata glosi, ze dla
kazdej liczby catkowitej a i liczby pierwszej p zachodzi podzielnoéé p | a? — a.
Pragne przedstawi¢ jego uogélnienie, zwiazane z iteracja funkcji zespolonej
f(z) = 2%, gdzie a > 2 jest liczba catkowita.

Czes$é wstepna

Niech f bedzie funkcja okreslona na pewnym niepustym zbiorze X, przyjmujaca
wartosci w tym zbiorze. Przyjmijmy oznaczenie fO = id (tzn. f°(z) = = dla
kazdego x € X) oraz w sposéb indukcyjny zdefiniujmy f™ = fo f*~! dla
dodatnich liczb naturalnych n. Powiemy, ze n > 1 jest okresem punktu xg, jezeli
f™(xg) = xo, natomiast okresem podstawowym punktu zp nazwiemy najmniejszy
sposréd jego okreséw (o ile takie istnieja). Zauwazmy, ze

(%) okres podstawowy punktu x( jest dzielnikiem kazdego z jego okresow.

Rzeczywiscie, niech m bedzie okresem podstawowym, a n pewnym okresem xg.
Niech n = km + r, gdzie r € {0,...,m — 1} jest reszta z dzielenia n przez m.
Przypusémy, ze r # 0. Wtedy zo = f"(z0) = f*" " (x0) = f"(f*"(x0)) = f"(20),
co jest sprzeczne z definicja liczby m.

Zal6zmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n funkcja f ma skonczenie wiele
punktéw o okresie n, a ich liczbe oznaczmy przez a,. Ponadto niech b,, bedzie
liczba punktéw o okresie podstawowym m. Wéwezas z (%) tatwo wynika

a, = Z b
m|n
Rozwazmy teraz xo o okresie podstawowym m. Wéwczas f(x), ..., f™ (zo)
réwniez maja okres podstawowy m. W przeciwnym razie, f!(f*(xg)) = f*(x0)
dla pewnego 1 < k <m — 111 < m. Stad f**(zg) = f¥(x0), wiec
wo = [™(x0) = [ (fF (o)) = FPR(H (o)) = F1(F (w0)) = f (o),
co prowadzi do sprzecznosci, poniewaz xy ma okres minimalny m il < m.
Ponadto punkty zo, f(zo),..., f™ 1(x) sa parami rézne, gdyz gdyby
E(x0) = fi(xo) dla pewnych 0 < k <1< m—1, to
o) = fl(wo) = (@) = F7H(f* (w0)),
czyli f*(xq) mialby okres minimalny nie wiekszy niz [ — k < m, co (jak
pokazaliSmy wczesniej) jest niemozliwe. Z poczynionych obserwacji wynika,
ze zbiér punktéw o okresie podstawowym m jest suma skonczonej liczby
roztacznych, m-elementowych zbioréw postaci {zo, f(xo), ..., f™ *(zo)},
a zatem m | by,.
Zauwazmy teraz, ze jezeli p jest liczbg pierwszg, to a, = b, + b1 = b, + a1, zatem
b, = a, — a1. Analogicznie, jesli g jest liczba pierwszg rézna od p, to wéwczas
Gpq = bpg + bp 4+ bg + b1, a skoro b, = ap — a1, by = aq — a1, wiec
bpq = apq — ap — aq + ay.
Okazuje sig, ze otrzymywane rownoéci mozemy uogoélnié¢, korzystajac z formuly
inwersyjnej Mobiusa, wedle ktorej jesli ()52 1 (yn)22, sa ciagami liczb
catkowitych oraz @, = 3_,, ., yn, to wowezas y, =, p(m)z 2, gdzie
1, dlam=1;
u(m) =< (=1)*, dlam = py---py, gdzie p; to rézne liczby pierwsze;
0, W przeciwnym razie.
Jej bezposrednie zastosowanie prowadzi nas do réwnosci by, = 3_,, ., p(m)az,
co w polaczeniu z podzielnoscig n | b, pozwala stwierdzié, ze dla dowolnej liczby

naturalnej n
n } Z pm)an.

m|n



Czes¢ zasadnicza
Wréémy do twierdzenia Fermata.

Dla ustalonego a > 1 rozwazmy funkcje zespolona f(z) = z%. Zlozenie n-krotne
funkcji f jest rowne n
f(z)=2%".

Zauwazmy, ze dla kazdego n zbiér wszystkich punktow okresowych o okresie n
jest skonczony. Rzeczywiscie, sklada sie on z zespolonych pierwiastkéw réwnania

a”

2% =z,

Jednym z jego pierwiastkéw jest z = 0, a jezeli z # 0, to 2%~ = 1, wiec z jest

pierwiastkiem zespolonym z jedynki stopnia a™ — 1, a tych jest doktadnie a™ — 1.
Wiynika stad, ze w tej sytuacji

an =a", czyli n' Zu(m)a%.

m|n

Dla liczby pierwszej n = p otrzymujemy male twierdzenie Fermata: p | a? — a.
Czytelnik Uwazny zauwazy, ze dla a = 1 nie mozemy stosowaé naszego
rozumowania (dlaczego?). Na szczescie zachodzi 3, , (m) = 0, dla dowolnej
liczby naturalnej n > 1, zatem nasze twierdzenie pozostaje prawdziwe i w tym
przypadku.
Sprébujmy péjéé jeszcze krok dalej. Niech (d,,)S2 ; bedzie ciagiem liczb
catkowitych. Powiemy, ze jest on ciggiem Dolda, jezeli dla kazdej liczby
naturalnej zachodzi podzielnosé

n ’ Z p(m)dn.

m|n

o0
n=1

Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze ciag (a™) jest ciggiem Dolda dla

dowolnej liczby calkowitej a.

Ciagi Dolda maja ciekawa charakteryzacje. Niech (¢, )52, bedzie ciagiem liczb
calkowitych. Powiemy, ze ciag (d,)%2; jest generowany przez ciag (c,)S , jezeli
dla n > 1 zachodzi

dp =c1dp_1+codp_o+ -+ cp_1di + ney,.

Okazuje sig, ze (d,,)0%; jest ciagiem Dolda wtedy i tylko wtedy, gdy jest
generowany przez pewien ciag (¢, )% ;. Zostalo to wykazane przez Bau-Sen Du,
Sen-Shan Huanga i Ming-Chia Li — ich dowéd mozna znalezé w artykule
Generalized Fermat, double Fermat and Newton sequences opublikowanym

w czasopismie Journal of Number Theory w 2003 roku.

Przy okazji

Na pomysl, by uogélni¢ male twierdzenie Fermata, wpadl ¢(p) = p — 1. Zatem mamy

tez Leonard Euler. Postuzyl sie w tym celu funkcja ¢ pla(a®! —1) [=d’ —a],
noszaca dzis jego nazwisko. Funkcja ta zlicza dla
dowolnej liczby naturalnej n liczby z n wzglednie
pierwsze i mniejsze od n (dodatkowo przyjmuje sie,

ze p(1) = 1). Nietrudno wykazadé, ze jesli w rozkladzie n

bo gdy p nie dzieli a, to dzieli a?~! — 1.

Twierdzenie Eulera ma tak prosty dowdd, ze mozna by
zmiesci¢ go na marginesie. Oto on.

na liczby pierwsze wystepuja liczby p1,p2,. .., Pk Oznaczmy przez 11, ..., Tn) Wszystkie liczby wzglednie
w dowolnych dodatnich potegach, to ¢(n) jest réwne pierwsze z n i mniegjsze od n. Gdy a jest wzglednie
- (1 3 1> . <1 3 1> o <1 3 1) pierwsze z n, liczby ary, ..., ary () tez sa wzglednie
P1 D2 o o)’ pierwsze z n i nie ma wéréd nich dwdch przystajacych
Euler udowodnit, ze modulo n, bo

dla wzglednie pierwszych n i a zachodzi ar; = arj (modn) = a(ry—r;) =0(modn) = ri=r; = i =7

a?™ =1 (modn) Zatem dla kazdego k istnieje doktadnie jedno takie [,
. . ze ary, = r; (modn). Wobec tego
czy, jak kto woli (n)
n| a?™ 1. aP T T () = AT AT () ST T(n) (modn),
Mate twierdzenie Fermata jest szczegélnym przypadkiem @ wige, dzielae stronami przez 11 - ... - Ty (n), Otrzymujemy
tego twierdzenia, bo dla liczby pierwszej p jest a¥™ =1 (modn).
M. K.



