Twierdzenie Chevalleya—Warninga i grafy p-regularne

Rozwigzanie zadania M 1380.
Zauwazmy, ze
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poniewaz (—b)" 4+ b"™ = 0 dla

nieparzystych n. Zatem a™ + b™ przy
dzieleniu przez (a + b)? daje taka sama,
reszte jak skladnik odpowiadajacy k = 1,
ktéry wynosi n(a + b)b" 1. Zatem

a™ 4+ b" jest podzielne przez (a + b)2

n1 jest
podzielne przez a + b. Poniewaz a i b sa
wzglednie pierwsze, wzglednie pierwsze sa
réwniez a + b i b. Stad otrzymujemy teze.

wtedy i tylko wtedy, gdy nb

Odwrotnoscig liczby a modulo p (gdzie p
jest pierwsza) nazywamy taka liczbe b, ze

ab =1 (mod p).

Dowdd istnienia rozwigzania réwnania
a®+b% +1=0 (mod p)

bez uzycia twierdzenia

Chevalleya—Warninga jest bardzo

ciekawym zadaniem, zachecam

Czytelnikéw do zastanowienia sie

nad nim!
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Rozwigzywanie rownan diofantycznych jest jednym z wazniejszych probleméw klasycznej
teorii liczb. Czytelnicy tego artykutu na pewno styszeli o réwnaniu Pella 2% — dy? = 0
czy rownaniu Fermata " + y" = 2". Znane wszystkim Mate Twierdzenie Fermata mowi
o rozwiazaniach = — 1 = 0 (mod p), a teoria reszt kwadratowych o 2> — d = 0 (mod p).
Teoria liczb jest nie tylko piekna sztuka, ale takze taczy sie z innymi dziatami nauki,
miedzy innymi z kryptografia, topologia czy geometrig algebraiczna. W tym artykule
chciatbym zaprezentowaé przyktad zastosowania réwnan diofantycznych w teorii graféw.

Musimy zaczaé od ustalenia kilku waznych oznaczen. Jak zwykle Z to zbior
liczb catkowitych. Przez Z, oznaczaé¢ bedziemy zbiér wszystkich reszt z dzielenia
przez p, a przez Z[x1, X2, . .., Tm] zbiér wielomianéw o zmiennych x1,...,Zm

i o wspoétezynnikach catkowitych.

Moéwimy, ze n-tka liczb catkowitych (a1, az,...a,) jest rozwiazaniem modulo p
wielomianu f € Z[x1,..., 2], jezeli f(a1,...,an) =0 (mod p). Na przyklad, para (1,4)
jest rozwiazaniem modulo 5 wielomianu =2 4 6.

Rozwiazanie (a1, ...,a,) modulo p nazywamy istotnym, jesli jego wspdtrzedne sa
liczbami z przedziatu od 0 do p — 1 (czyli a; € Zp dla 1 < ¢ < n). W powyzszym
przykladzie rozwiazanie (1,4) jest istotne, zas (1,9) juz nie. Z wlasnosci kongruencji
wiemy, ze jezeli (a1, ...,a,) jest rozwiazaniem, to (a1 modp,...,a, modp) jest
rozwiazaniem istotnym. Ponadto, zeby znalez¢é wszystkie rozwigzania modulo p danego
rownania, wystarczy znaé¢ rozwiazania istotne.

Stopniem jednomianu nazywamy sume wykladnikow jego czynnikow, czyli,

na przyklad, zy?z ma stopien 4. Stopniem wielomianu f (oznaczamy go deg(f))
nazywamy najwyzszy sposrod stopni jego jednomianéw; wobec tego dla
fz,y,2) = zyz + 22" + 622° mamy deg(f) = 5.

Bedziemy wykorzystywaé nastepujaca nieoczywista zaleznosé (ktérej dowdd Czytelnik
Whikliwy z pewnoscia sprébuje znalezé sam):

(1) e =14243 4. +(p—1)'=0(modp) dla0<i<p-—1.
z€lyp

Teraz mozemy juz zaprezentowaé tytutowe twierdzenie.

Twierdzenie Chevalleya—Warninga. Niech f1, f2,..., fm € Z[z1, 22, ..., Zx]
bedq niezerowymi wielomianami wielu zmiennych o sumie stopni mniejszej niz liczba
wszystkich zmiennych, tzn. deg(fi) + deg(f2) + ...+ deg(fm) < n. Wtedy liczba ich
wspdlnych istotnych rozwigzan modulo p jest podzielna przez p.

Zanim zobaczymy dowdd twierdzenia, warto przyjrzec sie kilku przyktadom
i wnioskom. Twierdzenie Chevalleya—Warninga jest waznym narzedziem w badaniu
rozwiazalnosci réwnan diofantycznych.

Rozpatrzmy, na przyklad, réwnanie 22 — 3y? + 72 =0 (mod p). Jego stopien jest réwny
dwa, a sa trzy zmienne. Zatem z powyzszego twierdzenia liczba rozwiazan istotnych
jest podzielna przez p. Ten wielomian ma trywialne rozwiazanie 0 — 3-02 4+7-0 =0
ip> 1, wiec musi istnieé¢ takze pewne rozwigzanie nietrywialne, tzn. takie, ktére ma
przynajmniej jedng wspolrzedna niezerowa. Na przyktad, dla p = 2 mamy nastepujace
cztery rozwigzania istotne: (0,0,0), (1,1,0), (1,0,1) i (0,1, 1).

Rozumujac podobnie, udowodnimy teraz, ze réwnanie a® +b*> +1=0 (mod p) ma
rozwiazanie. W tym celu przyjrzyjmy sie réwnaniu z2 4+ y? + 2% = 0 (mod p). Tak
samo jak w poprzednim przykltadzie mozemy uzasadnié, ze istnieje nietrywialne
rozwiazanie (xo, Yo, z0) modulo p. Zalézmy bez straty ogdlnosci, ze zo Z 0 (mod p).
Wtedy p| (zozg 1) + (yozg )? + 1 (gdzie 25 ' jest odwrotnoécia zo modulo p). A stad
wnioskujemy, ze réwnanie a® + b? 4+ 1 = 0 (mod p) ma rozwigzanie.

Zwrbdémy jeszcze uwage na pewng delikatng kwestie mogaca wzbudzaé niepokdj.
Wezmy, na przyktad, réwnanie 22 4+ 3* = 0 (mod 3). Ma ono dok}adnie jedno istotne
rozwiazanie — trywialne. Liczba zmiennych jest réwna stopniowi wielomianu, wiec
nie mozemy stosowaé twierdzenia Chevalleya-Warninga. Ale z° + 4% +0-2 =0
(mod 3), réwnowazne naszemu, ma juz trzy zmienne i stopief réwny 2. Czy zatem
otrzymali$my sprzeczno$é¢ w matematyce? Nie: zmienila nam sie liczba zmiennych

i zbiér rozwigzan jest juz tréjelementowy: (0,0, 0), (0,0,1), (0,0, 2).
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Rozwigzanie zadania M 1379.
Niech K bedzie najmniejsza liczba o tej
wlasnodci, ze f(z) < K dla kazdej liczby
rzeczywistej . Pokazemy, ze wéwczas f
jest funkcja stala, rowna K w kazdym
punkcie. Zalézmy nie wprost, ze dla
pewnego z jest f(z) < K. Skoro
[+ K
2
to z okreslenia liczby K znajdziemy
liczbe x, dla ktorej
,f(2)2+K < f(@).

To jednak daje sprzecznos$é, bowiem

f(z)+ K N z+2x— 2z
KK (2200

f(z) + f(2z — 2) - f(z) + K
2 = 2 '

< K

)

<

Spoéjrzmy na przyklady opisanego
w artykule przyporzadkowania.
Pogrubione krawedzie naleza go
podgrafu H.

W tym przyktadzie mamy x5 # 0,
x1,2 #0, w24 7# 0 oraz x36 # 0.
Podgraf H sklada si¢ z dwoch
sktadowych. Mamy tez, miedzy innymi,
deg(1l,H) = 2, a deg(5, H) = 1.

PrzejdZzmy do dowodu twierdzenia. Gléwny pomyst to wyrazenie liczby wspdlnych
rozwiazan w postaci tadnej funkcji — najlepiej takze wielomianu.

Wykazemy najpierw, ze wielomian

W(z1,...,xzn) =
=1 = fi(zr,. . z)” DA = fo(zr, )™ ) o (L= fonl@n, . zn)P )
przystaje do 1 modulo p, jezeli (z1,...,x,) jest wspOlnym rozwiazaniem f1, f2, ..., fn,

i przystaje do 0 w przeciwnym przypadku. Dlaczego tak jest? Z Malego Twierdzenia
Fermata a?~! = 0 lub 1 modulo p w zaleznosci od tego, czy p dzieli a, czy nie. Zatem i-ty
czynnik W przystaje do 1 dla rozwiazania f; modulo p, a do 0 w przeciwnej sytuacji.

Wynika stad, ze liczba istotnych rozwiazan przystaje modulo p do

Z W(a:l,...,xn).

:01,:02,.4.@"62,,
Musimy udowodnié, ze ta suma jest podzielna przez p.
Niech H(z1,22,...,x,) = 2] z5? ... 25" bedzie pewnym jednomianem W. Wykazemy
najpierw, ze
) p‘ S H,...,z).
1,82, T €Ly

Zauwazmy, ze

— ay a2 an __
E H(z1,22,...,Zn) = E rites? L xyt =

1,22,...,2n ELp Z1,82,...,2n €Ly
— al az an
(D)X ) (X ).
7 GZP IL'2EZP anZp

Suma wszystkich wykladnikéw a; jest mniejsza niz (p — 1)n, gdyz

a1+ az+...+an, =deg(H) < deg(W) = (p—1)(deg(f1) + ... +deg(fm)) < (p—1)n
(ostatnia nieréwno$é wynika z zalozen twierdzenia). Dlatego istnieje przynajmniej
jeden wyktadnik ax mniejszy niz p — 1. Dla ar = 0 wzér (2) jest prawdziwy, poniewaz
k-ty czynnik w powyzszym iloczynie jest réwny p. Natomiast dla ar > 0 ze wzoru (1)
otrzymujemy

D agk =1 2% 4+ (p—1)™ =0 (mod p),
.ICkEZp

zatem takze i caly iloczyn jest podzielny przez p.

Poniewaz W jest suma swoich jednomianéw, to réwniez

p‘ Z W(x1,...,Zn),

zl,zg,.“,znezp

co nalezato wykazaé. [J

Uzyjemy teraz twierdzenia Chevalleya—Warninga do rozwigzania problemu z teorii
graféw. Stopniem wierzchotka grafu bedziemy nazywali liczbe krawedzi z niego
wychodzacych. Zakladamy, ze graf nie ma petelek (krawedzi o tym samym poczatku
i koncu). Méwimy, ze graf jest n-regularny, jezeli stopienn kazdego wierzchotka jest
rowny n. Badanie takich graféw pasjonowato wielu matematykéw, szczegdlnie ze —
ze wzgledu na swoja symetrie — naturalnie pojawiaja sie one w licznych problemach.
Ciagle istnieje wiele nierozwigzanych hipotez dotyczacych tej klasy grafow.

Twierdzenie o podgrafie p-regularnym. Niech G bedzie grafem 2p — 1 reqularnym
dla pewnej liczby pierwszej p. Wtedy w G istnieje spdjny p-regularny podgraf.

Idea dowodu polega na opisaniu swiata kombinatorycznego réwnaniami
diofantycznymi. Niech E bedzie zbiorem krawedzi, a V' zbiorem wierzchotkéw G.
Niech H bedzie (niekoniecznie spdjnym) podgrafem G zawierajacym wszystkie
jego wierzcholki (jak na rysunku). Krawedzi w G o koncach i, j przypiszmy pewna
niezerowa liczbe x; ; € Zy, jezeli ta krawedz lezy w H, i zero w przeciwnym przypadku.
Stopien i-tego wierzchotka w H (oznaczany dalej deg(i, H)) przystaje modulo p,
na mocy Matego Twierdzenia Fermata, do
>

veV, (i,v)EE
I odwrotnie, zauwazmy, ze kazdy wybor liczb z; ; € Z, daje nam pewien podgraf H
(zaktadamy, ze zawiera on wszystkie wierzchotki ). Kluczowe w dowodzie jest
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Tym razem x1 5 # 0, x1,2 #0, x24 #0
oraz x4 5 # 0. Podgraf H sklada si¢

z trzech sktadowych — jednego podgrafu
2-regularnego i dwéch podgraféw
trywialnych (wierzchotkéw izolowanych).
Ponadto deg(1, H) = 2 i deg(5, H) = 2.

spostrzezenie, ze wystarczy znalezé nietrywialny podgraf H (lub réwnowaznie liczby
x;,; € Zp, nie wszystkie zerowe), ktérego kazdy wierzcholek ma stopien podzielny
przez p (czyli p| deg(i, H)). Dlaczego? Nietrywialny podgraf H ma nietrywialna
sp6jna sktadowa. Nietrywialna spdjna sktadowa takiego H bedzie wlasnie szukanym
p-podgrafem: p| deg(i, H) i deg(i, H) < 2p — 1, wiec deg(i, H) jest réwny 0 lub p, ale
w tej nietrywialnej spdjnej sktadowej kazdy wierzchotek bedzie mial stopien p, bo
wierzcholki stopnia 0 sg izolowane.

Udalo nam si¢ sprowadzié¢ nasz problem do rozwiazania uktadu réwnan diofantycznych

deg(i, H) =

Z xfyll =0 (mod p).

vEG, (i,v)EE

Tych wielomianéw jest |G|, kazdy ma stopien p — 1 i zalezy od zmiennych z; ; (dla
wszystkich ¢, j polaczonych krawedziag w G). Suma stopni tych wielomianéw jest
réwna (p — 1)|G|. Liczba zmiennych jest taka sama jak liczba krawedzi w G, czyli
1(2p — 1)|G| (kazdy wierzcholek G ma stopiefi 2p — 1 i kazda krawedz ma dwa korice)
— to wiecej niz (p — 1)|G|. Poniewaz ten uktad réwnan diofantycznych ma trywialne

rozwigzanie oraz p > 1, wiec z twierdzenia Chevalleya—Warninga istnieje szukane

rozwigzanie nietrywialne.

Powyzsze twierdzenie zostato takze udowodnione dla p bedacego potega liczby
pierwszej, ale do tej pory nie wiadomo, czy jest ono prawdziwe dla dowolnej liczby
naturalnej. Laczac otrzymany przez nas rezultat z argumentami kombinatorycznymi,

Czytelnikéw zainteresowanych

tematem zache¢cam do zajrzenia

do pracy Nogi Alona Combinatorial
Nullstellensatz, ktéra byla moja
inspiracjg do napisania tego artykutu.
Praca ta zostala wydrukowana

w 8. numerze czasopisma Combinatorics,
Probability and Computing, jest tez
dostepna na stronie internetowej autora.
Mozna w niej znalezé dowody réznych
twierdzen kombinatorycznych i tych
dotyczacych addytywnej teorii liczb.

r-regularny.

mozna wykazaé, ze dla k > 4r kazdy k-regularny graf bez petelek zawiera podgraf

Warto jeszcze zwréci¢ uwage, ze nie przypadkiem udato nam si¢ opisaé¢ zagadnienie
kombinatoryczne za pomoca ukladu réwnan diofantycznych. Mozna udowodnié
metatwierdzenie, ze kazdy skorniczony problem kombinatoryczny (np. dotyczacy
graféw) mozna sprowadzié do rozwigzania pewnego réwnania diofantycznego modulo p
(formalnie, kazdy podzbiér w Zj jest zbiorem zer pewnego wielomianu). Niestety,
rozwiazanie takiego réwnania diofantycznego jest prawie zawsze duzo trudniejsze niz
rozwiazanie zagadnienia, od ktérego wyszliSmy.

Zdegenerowany trojkat

Sensacyjna (i staba naukowo) powie$é Dana Browna Anioly

1 demony rozpoczyna sie watkiem zamordowania Leonarda Vetry,
ksiedza i fizyka, ktérego celem bylo nauke ,doprowadzi¢ do tego,
by potwierdzala istnienie Boga” oraz ,udowodnienie, ze zdarzenia
opisane w Ksigdze Rodzaju byly mozliwe”. W swej najnowszej
ksiazce pt. Filozofia przypadku Michal Heller, takze ksiadz i fizyk,
jawi sie jako przeciwienstwo tej postaci.

Chociaz podstawowym tematem ksiazki jest, jak wskazuje tytul,
pojecie przypadku, na drugim planie czai si¢ pytanie, ktore

od lat jest przyczyna goracych debat. Skad sie bierze ewolucja
od prostszych do bardziej skomplikowanych struktur (biologiczna
lub kosmiczna) i jak interpretowaé prawa nig rzadzace?

Michat Heller wskazuje we wstepie do Filozofii przypadku na krance
mapy mozliwych opinii w tej kwestii. Przywoluje nazwiska
Richarda Dawkinsa, wybitnego propagatora teorii ewolucji, dla
ktérego wystepujacy w jej sformutowaniu czynnik przypadkowosci
w pewnym momencie zaczal stanowi¢ argument na rzecz
radykalnego ateizmu, oraz Williama Dembskiego, jednego z twércoéw
tzw. inteligentnego projektu, czyli koncepcji, ze w przyrodzie
mozna znalezé gdzieniegdzie nieredukowalna ztozonos$é, Swiadczaca
o ingerencji Stwércy w proces ksztaltowania si¢ zycia. Cho¢ Heller
tego nie czyni w systematyczny sposéb, ciekawe jest poszukaé

na tej mapie stanowisk wyrazanych przez koscioty. Na przyktad,

w dokumentach polskiego Episkopatu znajdujemy opinig, iz ,,pewne
Srodowiska ateistyczne usiluja zastepowaé chrzescijanska nauke

o stworzeniu ideologicznym, materialistycznym ewolucjonizmem |[. . .]
od gloszenia »przypadku« jako zrédla wszystkiego, co istnieje, przez
przyjecie »$lepych sit natury« [...] jako wylacznych sit sprawczych
w procesach ewolucyjnych” (stanowisko Rady Naukowej Konferencji
Episkopatu Polski, 2006).
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We wszystkich wzmiankowanych stanowiskach stowo ,przypadek”
jest wyraznie przeciwstawione czynnikom racjonalnym,
determinizmowi, czy zgota planowemu dziataniu. Filozofia
przypadku poswiecona jest przede wszystkim ,odczarowaniu”
tego stowa. Obecno$¢ powyzszego rozumienia przypadku

w filozofii i teologii jest, zdaniem Hellera, niechlubna spuscizna
po Arystotelesie, ignorujaca powstanie i rozwdj rachunku
prawdopodobienstwa oraz teorii uktadéw dynamicznych

jako dojrzatych i waznych galezi matematyki. By nie by¢
gotostownym, historii tych dziedzin wiedzy autor przypatruje
sie uwaznie przez spora czesé¢ ksiazki. Ta podrédz przez wieki

i idee przygotowuje czytelnika na teze wyrazona w ostatniej
czesci ksiazki: z punktu widzenia fizyka uktady podlegajace
ewolucji (obserwowalna czgé¢ Wszechs§wiata, organizm zywy)
nalezy modelowaé jako otwarte, nieliniowe uktady dynamiczne
(by¢ moze nawet deterministyczne!), ktérych stan moze

sie niekiedy znacznie zmienia¢ w wyniku oddzialywania

z fluktuacja $rodowiska.

Dla Hellera mozliwo$¢ wyrazenia i studiowania praw przyrody
w jezyku matematyki i fizyki wskazuje na istnienie Wielkiej
Kosmicznej Matrycy realizujacej to, co Einstein nazwal
Zamystem Boga. Jesliby jednak odrzucié¢ niewymagane przez
przyrode interpretacje, okaze sie, ze poglady Hellera lokuja
sie bardzo blisko analogicznie odfiltrowanych pogladéw
Dawkinsa. Skromnie wydana, lecz ciekawie udokumentowana
i niezwykle wciagajaca ksiazka okazuje sie zatem aktem
nieomal wywrotowym.
K. T.

M. Heller, Filozofia przypadku, Copernicus Center Press, Krakow 2012.



