Cztery zadania, jedno rozwigzanie
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Spoéjrzmy na cztery z pozoru zupelnie niezwiazane zadania.

Zadanie 1. n-ta liczbe Fermata definiujemy wzorem F,, = 22" + 1. Wykaz, ze
jedli p jest liczba pierwsza, ktéra dzieli F,, to p = 2"k 4+ 1 dla pewnej liczby
naturalnej k.

Zadanie 2. Udowodnij, ze jesli p jest liczba pierwsza rézng od 2 i 5, to
rozwinigcie dziesietne 1/p jest utamkiem okresowym, ktérego okres dzieli p — 1.

Zadanie 3. Udowodnij, ze liczba osi symetrii n-kata jest rowna 0 lub dzieli n.

Zadanie 4. Na pewnej tablicy swietlnej mozna wyswietla¢ rézne konfiguracje

za pomoca przetacznikéw. Kazdy przetacznik ma ustalony obszar dziatania. Gdy
sie go nacidnie, to w jego obszarze zgasna wszystkie zapalone zaréwki i zapala sie
wszystkie te, ktére sie nie palilty. Wykaz, ze liczba konfiguracji, ktore mozemy
wys$wietli¢ na tej tablicy, jest potega 2.

Moze sie wydawaé, ze bytoby bardzo trudno wskazaé¢ jakies wspdlne elementy
tych probleméw. Okazuje sie jednak, ze rozwiazania wszystkich czterech opieraja
sig na tym samym spostrzezeniu — fundamentalnej wlasnosci pewnych obiektow
algebraicznych, o ktorych opowiemy dalej. Sprébujemy odkryé te wlasnoéc,
rozwigzujac ostatnie zadanie.

Tablica $wietlna sklada si¢ ze zbioru n zaréwek Z = {z1,..., z, }. Konfiguracje
tablicy utozsamimy z podzbiorem K C Z zawierajacym dokladnie te
zarowki, ktoére sa w tej konfiguracji zapalone. Przelacznikowi natomiast
przyporzadkujemy podzbiér P C Z bedacy obszarem jego dziatania. W wyniku
nacidniecia przetacznika P przy wyswietlonej konfiguracji K otrzymamy
konfiguracje odpowiadajaca réznicy symetrycznej

KeP=(KUP)\(KNP)

zbioréw K i P. Liczba konfiguracji, ktére mozemy wyswietli¢, jest wiec réwna
liczbie réznych podzbioréw zbioru Z, ktére mozemy otrzymac ze zbiorow
odpowiadajacych przetacznikom, stosujac operacje ,,®”.

Przyjrzyjmy sie kilku wlasnosciom tej operacji. Wprost z wlasnosci réznicy
symetrycznej zbioréw wynika, ze dla dowolnych konfiguracji:

L0 K=Kobh=K,

i. KoK =10,
ili. (K1 @ K2) ® K3 = Ky @ (K2 ® K3) (dzigki temu mozemy pomijaé nawiasy).
Zamiast pojedynczych konfiguracji rozpatrzymy teraz pewne ich zbiory.
Niech P bedzie zbiorem przelacznikéw, a I — zbiorem wszystkich konfiguracji
mozliwych do otrzymania za ich pomoca z konfiguracji pustej () (wszystkie
zaréwki poczatkowo zgaszone). Oczywidcie, jesli dwie konfiguracje K i Ko
nalezg do zbioru K, to réwniez konfiguracja K7 @ Ky nalezy do K.

Zalézmy teraz, ze nasza konfiguracja poczatkowa jest pewna niepusta
konfiguracja R. Wtedy zbiér

ReK={R®&K:K K}

opisuje wszystkie konfiguracje mozliwe do uzyskania za pomoca przetacznikéw
ze zbioru P, zaczynajac od konfiguracji poczatkowej R. Zastanowmy sie
nad zwiazkiem miedzy zbiorami R ® K i .S @ K dla réznych konfiguracji
poczatkowych R i S. Naturalnym pytaniem jest, czy za pomoca przetacznikéw
ze zbioru P mozna uzyskaé te sama konfiguracje, zaczynajac od dwoch
roznych konfiguracji poczatkowych. Zalézmy wiec, ze zbiory RG K i .S d K
maja niepusta cze$¢ wspolna, to znaczy pewna konfiguracja mozliwa jest do
uzyskania zaréwno z konfiguracji poczatkowej R, jak i z S. Innymi stowy,
“Instytut Matematyki, R® Kr =5 ® Kg dla pewnych konfiguracji Kg, Kg € K. Wtedy na mocy
Uniwersytet Warszawski wlasnosci dodawania konfiguracji R=R& Kr ® Kr=5® Ks ® Kg.
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Oczywiscie, kazda z podgrup danej grupy
sama tez jest grupa.

L. .1

Rozwigzanie zadania M 1369.
Odpowiedz: minimalna warto$é¢ wyrazenia
AX + XD wynosi v10.

Rysujac trojkaty prostokatne HAB
i HDB na jednej plaszczyznie, dostajemy
czworokat HABD wpisany w okrag.

H

24

Oczywiscie, AX + XD > AD. Réwnosé
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X

jest punktem przecigcia przekatnych tego
czworokata. Szukana minimalna wartos¢
wyrazenia AX + X D to dlugo$é odcinka
AD, ktérg mozemy obliczy¢ z twierdzenia
Ptolemeusza:

4-v2+2-3V2=AD -/20,
wiec AD = V/10.

Mamy wiec R € S @ K, a zatem konfiguracje R mozna uzyskaé
z konfiguracji S za pomoca przetacznikéw z P. Analogicznie dowodzimy, ze
S=ROKrdKsc ROK,astad R KL =S K.

Okazuje sie wiec, ze dla réznych standéw poczatkowych tablicy zbiory
konfiguracji mozliwych do uzyskania za pomoca przelacznikéw ze zbioru P

sa takie same lub roztaczne. Zbiér wszystkich mozliwych konfiguracji tablicy
dzieli si¢ zatem na sume roztacznych zbioréw Ry @ KC,..., R,, ® K dla
pewnych konfiguracji poczatkowych Ry, ..., R,,. Wykorzystamy jeszcze prosta
obserwacje, ze kazdy ze zbioréw R; ® K ma tyle samo elementéw co K. Stad
liczba wszystkich mozliwych konfiguracji tablicy jest wielokrotnoscia liczby
zbioréw w K. Oczywiscie, liczba wszystkich konfiguracji tablicy jest réwna 2"
(kazda z n zardéwek moze by¢ zgaszona lub zapalona), a wigc liczba elementéw
zbioru K musi by¢ potega dwdjki.

Decydujaca role w powyzszym rozumowaniu odegraly wlasnosci (i)—(iii)
operacji @ oraz to, ze dla dowolnych Ki, Ko z I réwniez Ky @ Ky jest w K.
Okazuje sie, ze podobne rozumowanie mozna zastosowa¢ w wielu innych
sytuacjach — w szczegdlnosci w rozwiazaniach pozostalych zadan. Podobnie
bowiem dowodzi sie twierdzenia Lagrange’a dotyczacego grup, ktére stanowi
tutaj kluczowy element rozumowan.

Rozpatrzmy zbiér G, w ktérym okreslone jest dziatanie ,,0”. Zbiér ten nazwiemy

grupqg, jesli dzialanie ,,0” spelnia nastepujace warunki:

(1) jest taczne, czyli (aob)oc=ao (boc),

(2) ma element neutralny, oznaczany jako e, spelniajacy goe =eog =g dla
dowolnego elementu g z G,

(3) dla kazdego elementu g z G istnieje element (oznaczany przez g—') odwrotny
do niego, czyli taki, ze gog ' =g log=ce.

Podgrupg grupy G nazywamy podzbiér H C G zamkniety na dzialanie ,,0”

oraz na branie elementu odwrotnego wzgledem tego dziatania. To znaczy,

ze jesli elementy hq i ho naleza do zbioru H, to naleza do niego réwniez

elementy hl_l, hy 14 hy o hy. Liczbe elementéw grupy G nazywamy jej rzedem

i oznaczamy |G|.

Zauwazmy, ze okreslony powyzej zbior konfiguracji tablicy swietlnej wraz

z operacja ,®” jest grupa. Konfiguracja pusta ) jest tu elementem neutralnym,
a kazda konfiguracja K jest swoja odwrotnoscia, gdyz K ® K = (). Latwo
rowniez sprawdzié, ze zbior konfiguracji mozliwych do uzyskania za pomoca
danego zbioru przelacznikéw (gdy startuje sie z konfiguracji () jest podgrupa
tej grupy.

Wspomniane wyzej twierdzenie Lagrange’a brzmi nastepujaco:

Twierdzenie (Lagrange’a). Jesli zbior G wraz z dzialaniem o7 jest skoniczong
grupa, a H jej podgrupg, to |H| dzieli |G|.

Idea dowodu tego twierdzenia opiera sie na pomysle przedstawionym
w rozwiazaniu zadania: zbiér elementéw G mozna podzieli¢ na rozlaczne
podzbiory postaci gH = {gh : h € H}, réwnoliczne z H.

Zastosowanie tego twierdzenia do grupy konfiguracji tablicy swietlnej
i jej podgrupy konfiguracji, otrzymywanych za pomoca podanego zbioru
przelacznikow, daje natychmiastowe rozwiazanie zadania 4.

W dalszych rozwazaniach bedzie uzyteczny pewien szczegdlny przypadek
twierdzenia Lagrange’a. Niech G bedzie grupa skonczona, a g jej dowolnym
elementem. Wtedy istnieje taka liczba naturalna k, ze element

go...og
—
k

(co zapisujemy w skrocie g*) jest réwny elementowi neutralnemu grupy G.
Istotnie, poniewaz grupa G jest skonczona, to dla pewnych liczb naturalnych
I < m musi zachodzi¢ g™ = g'. Ale wtedy ¢ ' =gmo (g7 ) =glo(g7) =e.
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Najmniejsza liczbe k, taka ze g* = e, nazywamy rzedem elementu g

i oznaczamy o(g). Jest jasne, ze elementy e, g, g%, ... ,9°@ =1 s parami rézne
oraz {e,g,9°, ... ,go(g)_l} jest podgrupa grupy G. Nazywa sie¢ ja podgrupa
generowang przez g i oznacza (g). Zatem |(g)| = o(g) i na mocy twierdzenia
Lagrange’a o(g) jest dzielnikiem |G|. Zauwazmy jeszcze, ze jesli dla pewnej
liczby catkowitej m zachodzi réwnoéé g™ = e, to o(g) dzieli m, oraz ze g/¢l = e.

Przyjrzymy si¢ teraz przyktadowi — grupie, ktora wykorzystamy w rozwiazaniach
zadan 11 2.

Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy zbiér {1,2,...,p — 1} z dzialaniem ,,©”
okreslonym dla dowolnych n,m € {1,2,...,p — 1} za pomoca wzoru

n ®m = nm mod p.
Nietrudno sprawdzié, ze jest to grupa. Lacznosé dziatania ,,©” wynika
z tacznosci mnozenia, a elementem neutralnym jest 1. Istnienie elementu
odwrotnego do danego elementu n mozna uzasadni¢ nastepujaco. Dla
réznych liczb k,1 € {1,2,...,p — 1} reszty z dzielenia nk i nl przez p sa
rézne i niezerowe. W przeciwnym razie mieliby$my, ze p|n(k — 1), a stad p|n
lub p| (k —1), co jest niemozliwe. Dla pewnego m € {1,2,...,p — 1} reszta
z dzielenia nm przez p jest wiec réwna 1, czylin ©@ m = 1.

Grupe te nazywamy grupg multiplikatywng reszt modulo p i oznaczamy ja
przez Z,. Rzad Z;, jest, oczywiscie, rowny p — 1, a wigc z tego, co wiemy

o wlasnosci rz¢déw elementow, wynika, ze w Z;, dla dowolnego r € Z; mamy
rP~1 = 1. Mamy stad natychmiast Male Twierdzenie Fermata, ktére méwi, ze
dla dowolnej liczby catkowitej n i dowolnej liczby pierwszej p liczba nP — n jest
podzielna przez p.

Teraz mozemy juz rozwiazaé¢ pozostale zadania.

Zadanie 1. Zalézmy, ze liczba pierwsza p dzieli 22 + 1. Rozpatrzmy grupe Z,
i przyjrzyjmy sie rzedowi elementu 2 w tej grupie. Z zalozenia p dzieli liczbe
22" 1 = (22" +1)(22" —1). Zatem 2 podniesiona do potegi 2"+ w Zy daje
w wyniku 1, a wiec o(2) dzieli 2"+, Poniewaz jednak 2 do potegi 2" w Zy

to —1, wiec o(2) nie dzieli 2". Wiemy zatem, ze o(2) = 2"*1. Ponadto o(2) dzieli
rzad grupy Z, réwny p — 1, wigc dla pewnego naturalnego k zachodzi réwnos¢
p—1=2""1k Stad wynika, ze p = 2" 1k + 1.

Zadanie 2. Niech 0,c;cocs . .. bedzie rozwinieciem dziesietnym liczby L.

Aby wyznaczy¢ to rozwiniecie, wyobrazmy sobie, jak przebiega dzielenie

pisemne 1 przez p. Widaé, ze n-ta cyfra ¢, jest wynikiem dzielenia

catkowitego a,, przez p, gdzie liczba a,, okreslona jest rekurencyjnie

jako reszta z dzielenia a,_1 przez p pomnozona przez 10. Mamy wiec

an+1 = (an mod p) - 10, przy czym a; = 10. Stad latwo otrzymujemy jawny wzér
an+1 = (10" mod p) - 10.

Aby utamek % byl okresowy, dla pewnych liczb naturalnych & i [ musi zachodzi¢
aj+x = ag. Okresem tego utamka nazywa sie najmniejsza liczbe [ o tej wtasnosci.
Poniewaz liczba p jest roézna od 21 5, wige 10 mod p nalezy do Z;. W tej
sytuacji [ = 0(10) jest najmniejsza liczba, dla ktérej 10! jest réwne 1 w Ly,

a w konsekwencji a;11 = a;. Ulamek 1_13 jest wigc okresowy, a jego okres réwny
rzedowi o(10) w Z,,, zatem na mocy twierdzenia Lagrange’a dzieli p — 1.

Zadanie 3. Zbior izometrii wielokata sklada sie z symetrii osiowych o osiach
przechodzacych przez jeden punkt i obrotéw wzgledem tego punktu. Mozna
wykazaé, ze wraz z dzialaniem skladania przeksztalcen tworzy on grupe

(jej elementem neutralnym jest obrét o zerowy kat). Wynika to z nastepujacych
geometrycznych wlasnosci:

(1) zlozenie dwéch obrotéw jest obrotem,

(2) zlozenie obrotu z symetria lub symetrii z obrotem jest symetria,

(3) zlozenie symetrii wzgledem przecinajacych sie osi jest obrotem.

Wykazemy najpierw, ze jesli wielokat ma co najmniej jedna o8 symetrii, to w grupie
jego izometrii jest tyle samo symetrii i obrotéw. Niech O bedzie zbiorem obrotéw,
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S — zbiorem symetrii, a s — pewng ustalona symetria danego wielokata. Wtedy
sktadajac s z dowolnym obrotem, otrzymamy symetrie. Latwo tez udowodnié,
ze symetrie s o001 1 s 0 09 beda rézne dla réznych o1, 00 € O, a wigc |O] < |S].
Analogicznie, sktadajac s z dowolng symetria, otrzymamy obrét, a ponadto
s081 # s0 sy dlaréznych s1,s2 € S. Stad |O| > |S|, a zatem |0O] = |S].

Powodem, dla ktérego wygodniej rozpatrywaé zbiér obrotow O, jest zamknieto$é
tego zbioru na dzialanie sktadania przeksztalcen. Zbiér obrotéow z tym
dzialaniem ma wiec strukture grupy. Jak obroty zmieniaja zbiér wierzchotkdw
wielokata? Kazdy obrét powoduje pewne cykliczne przesuniecie wierzchotkdw.
Jesli ponumerujemy kolejne wierzchotki od wg do w,_1, to k-te przesuniecie
cykliczne Fj, przeprowadza wierzchotek w; na w(;{x)modn- Nietrudno sprawdzic,

ze zbiér {Fy,. ..

, Fr—1} przesunie¢ cyklicznych z dziataniem skladania tworzy

grupe. Zbiér obrotéw O tworzy wiec podgrupe tej grupy, a zatem rzad O (réwny
liczbie symetrii danego n-kata) dzieli n.

Jak zosta¢ wynalazcg?

Wielu z nas marzylo zapewne o momencie, w ktérym chce
sie zakrzyknaé Fureka!, bo oto nasze dziatania doprowadzily
do powstania nowej wiedzy, metody lub urzadzenia. Czesé
szczesliweow lub oséb z wigkszym do$wiadczeniem na

pewno taka chwile z wlasnego zycia pamieta. Mogta ona

byé¢ kulminacjg szeregu zmudnych prob w wiekszosci
zakonczonych porazkami, jak u Thomasa Edisona usitujacego
skonstruowaé zaréwke.

Czasami odkrycia sa dzietem przypadku, o czym przekonat
sie japonski badacz Hideki Shirakawa, pracujacy nad
ulepszeniem metody otrzymywania polietylenu: przy kolejnej
probie pomylil naczynia z substratem i katalizatorem,
dodajac tego ostatniego tysigc razy za duzo. Otrzymana
przez Shirakawe folia nie nadawatla si¢ do pakowania
kanapek, ale za to Swietnie przewodzita prad elektryczny.
Warto wiedzieé, ze opisane tu odkrycie bylo poczatkiem
drogi Shirakawy do Nagrody Nobla z chemii w 2000 roku.

Kiedy jednak mija poczatkowa euforia zwigzana ze
stworzeniem czego$ nowego, warto zastanowic sie, co dalej.
Przepisy prawa stwarzaja mozliwosci uzyskania korzysci
przez wynalazcéw, czyli osoby, ktore dokonaty wynalazku.
Powszechnie przyjmuje sie, ze wynalazek to dokonane
przez czlowieka rozwigzanie pewnego problemu zwigzanego
z ludzka egzystencja, ktore spelnia trzy podstawowe
kryteria: nowosci, poziomu wynalazczego i stosowalnosci
przemystowej. Takie sformutowanie wyklucza sposréd
wynalazkéw odkrycia naukowe, m.in. zjawisk, praw
przyrody, proceséw czy nowych gatunkéw organizmoéw
zywych, poniewaz nie sa one wytworzone przez czlowieka,
lecz istniejg albo zachodza samoistnie. Wynalazkami

nie sg tez sformutowania tych praw za pomoca wzoréow
matematycznych, a takze teorie naukowe, wyjasniajace
duze grupy zjawisk w oparciu o przyjete zalozenia

i modele, np. mechanika kwantowa. Wynalazkami nie sg
tez wytwory ludzkiej dziatalnosci o charakterze czysto
estetycznym czy informacyjnym, a wiec wszelkiego rodzaju
dzieta sztuki: rzezby, powiesci, utwory muzyczne, a takze
roczniki, kroniki itd. Wynalazkami moga by¢ natomiast
sposoby wytwarzania réznego rodzaju przedmiotéw czy
otrzymywania zwiazkow chemicznych.
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Czy zatem z grona wynalazcow wykluczeni sg automatycznie
odkrywcy, teoretycy, matematycy i artysci? Niekoniecznie.
Odkrywca moze zbudowaé przyrzad wykorzystujacy
stwierdzone przez siebie zjawisko, a artysta moze by¢
tworcg chocby specjalnego podnosnika eksponujacego
jego dzieto sztuki. Na przyktad Roger Penrose, badajacy
ongi$ pewne uktady wielokatéw catkowicie pokrywajacych
plaszczyzne w sposéb aperiodyczny, stwierdzil, ze przy
odpowiednio dobranej kolorystyce maja one zachecajace
walory estetyczne i moga stuzy¢ do pokrywania $cian lub
podlég. Opatentowal zatem te uktady, znane dzis jako
kafelki Penrose’a, a pézniej wygral nawet batalie sgdowa
z firma Kimberly-Clark, produkujaca pokryty podobnym
wzorem papier toaletowy. Z kolei Rogerowi Schlafly’emu
udato sie opatentowaé nawet. .. dwie bardzo duze liczby
pierwsze, co wzbudzito ozywiona dyskusje o granicach
stosowalnosci prawa patentowego.

Dla lepszego wyjasnienia definicji wynalazku warto
doktadniej przedyskutowaé trzy wymienione w niej kryteria.
Kryterium nowosci oznacza, ze istotne cechy rozwigzania
przedstawionego przez twoérce jako wynalazek nie moga
wystepowaé w innych rozwiazaniach stuzacych do tego
samego celu i znanych z wszelkich dostepnych i sprawdzalnych
zrodel informacji. Te zrédta to przede wszystkim: bazy
danych urzedéw patentowych, podreczniki, artykuty, katalogi,
prospekty, strony internetowe, a takze produkty wystepujace
na rynku. Speinienie kryterium poziomu wynalazczego,
zwanego tez niekiedy kryterium nieoczywistosci, polega
na tym, ze nowe rozwiazanie nie moze w sposéb oczywisty
wynikaé ze znanych rozwigzan i dostepnej wiedzy, ktora ich
dotyczy. Nie bedzie wigc wynalazkiem dzwignia dwustronna
o wydhuzonym ramieniu przyktadanej przez nas sity,
utatwiajaca podnoszenie duzych ciezaréw. Jest bowiem
jasne, ze warto$c¢ sity dzialajacej na cialo na koncu ramienia
dZzwigni jest odwrotnie proporcjonalna do dlugosci tego
ramienia. Kryterium stosowalnosci przemystowej

jest dos¢ zrozumiale, a jego spelnienie oznacza mozliwosé
produkcji wynalezionego przedmiotu lub zastosowania
sposobu, stanowigcego przedmiot wynalazku, na szersza
skale. Kryterium to powinno da¢ si¢ spetni¢ przy obecnych
mozliwosciach technicznych naszej cywilizacji.



