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Geometryczne liczby

Trzy kéleczka tatwo ulozyé w tréjkat foremny (czyli réwnoboczny),
cztery w czworokat foremny (czyli kwadrat), pie¢ w pigciokat foremny
itd. Mozna wiec 3 uwazac za liczbe trojkatna, cztery za czworokatna, piec
za pieciokatng itd. Rysunki ponizej pokazuja, jak mozna, rysujac kropki,
okresli¢ inne liczby wielokgtne.
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Jedli umoéwimy sie, ze 1 jest liczba n-katng dla dowolnego n, to
liczbami tréjkatnymi beda 1, 3,6, 10,..., czworokatnymi 1,4,9,16, ...,
pieciokatnymi 1,5,12,22, ..., szesciokatnymi 1,6,15,28,... Mozna
znajdowaé i badaé¢ wynikajace z obserwacji tych liczb prawidtowoéci:
np. (n+ 1)-szq liczbe trdjkatng uzyskujemy, dodajgc do poprzedniej n + 1.
Albo: suma n kolejnych liczb nieparzystych to n?. W dawnych wiekach
tego rodzaju spostrzezenia daly poczatek pasjonujacej do dzis wielu
mistykéw numerologii. Mozna tez — bardziej matematycznie — znalezé
ogblny wzor na n-tg liczbe k-katna. Moze on wygladaé, na przyktad,
e s (2. 20D (=D +2
Oczywiscie, w podobny sposéb mozna uktadaé z kuleczek wielo$ciany.
Gdybysémy jednak chcieli trzymaé sie stowa foremny, ktére wystapito
w definicji liczb wielokatnych, otrzymalibysmy tylko pie¢ takich ciagow,
bo istnieje tylko pie¢ wieloscianéw foremnych:

lub tak: n

czworo$cian szescian o$mio$cian dwunasto$cian dwudziestoscian

A na dodatek trudno okresli¢, jak mialyby wygladaé kolejne wyrazy
takich ciagdéw — zreszta prosze sprébowac.

Dla sze$cianu mozna to sobie jeszcze wyobrazi¢: 1,8,27,... Moze jeszcze
dla czworoscianu i oSmioscianu daje sie cos wymyslié. Ale np. jak by to
byto dla dwudziesto$cianu?
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Dlatego wiec bardziej popularne sa liczby piramidalne.

Jak widaé¢ na rysunkach, jest to wynik ukladania na kulkach
reprezentujacych n-ta liczbe k-katna kulek reprezentujacych (n — 1)-sza
liczbe k-katna, az do pojedynczej kulki.

Na rysunku z lewej jest piata liczba piramidalna trojkatna, czyli 35.

Na pozostatych rysunkach mozna policzy¢, ile kulek sktada sie na piata

liczbe piramidalng czworokatna i piata liczbe piramidalna pieciokatna.

Ale mozna tez — korzystajac z faktu, ze n-ta liczba piramidalna k-katna

jest suma poczatkowych n liczb k-katnych — wyprowadzié¢ sobie wzor na nia.

Prosze sprawdzié, ze otrzymamy
nn+1)-((k-2)(n—1)+3)

6
Dla liczb piramidalnych czworokatnych bedzie to akurat suma kwadratéw
poczatkowych n liczb. A czy sa tu jeszcze jakie§ inne ciekawostki?

Rozwigzanie zadania M 1324.
Zauwazmy, ze liczba $ + ¢ jest calkowita . . . . ., ..
whedy 1 tylko wtedy, §dy licaba. (£ + §)" Od sytuacji dwuwymiarowej (wielokaty) przeszliémy do sytuacji

jest calkowita. Wystarczy zatem rozwazy¢ tréojwymiarowe] (piramidy, czyli wielodciany), a co dalej? Gdy braknie

przypadek n = 1. Zalézmy nie wprost, s . . s . . .
7o c(a + b) = kab dla pewnej liczby nam WYObI'a,ZDl, Zawsze mamy JeSzZCzZe Imoznosc posluglwanla S1€

catkowitej k. Wiemy, ze a,b > 1. analogiami. Liczby piramidalne, czyli tréjwymiarowe, otrzymalismy przez
Mozemy zalozy¢ bez utraty ogolnosci, — gymowanie liczb wielokatnych, czyli dwuwymiarowych. Mozemy wiec —

ze a i b s wzglednie pierwsze (jesli . ., . .

nie sa, to ich wspolny dzielnik dzieli przez analogi¢ — przyjac nastepujaca definicje:

tez ¢ 1 mozemy podzieli¢ przez niego

wszystkie trzy dane liczby). Wéwczas n-tq liczbg k-kgtng w-wymiarowq nazywamy liczbe bedgcg sumg

aia-+ b tez sa wzglednie pierwsze.
Zatem, skoro a | c(a +b), to a|c. Ale
wtedy a?|c¢? — a? = b2, wiec a|b, co daje
sprzecznosé.

pierwszych n liczb k-kgtnych (w — 1)-wymiarowych.

Jakie to liczby? Poczatek znamy: n-te liczby k-katne dwuwymiarowa
i tréjwymiarowa to (patrz wyzej)
n(n+1)

%((kz—2)(n—1)—l—2) 5 ((k=2)(n-1)+3).

Wpadamy wiec na pomysl, ze moze n-ta liczba k-katna
czterowymiarowa to

nn+1)(n+ 2)
51 (k=2)(n—1)+4).

Drogi Czytelniku, sprawdz, korzystajac z definicji, ze ten pomyst jest
rzeczywidcie trafny.

Uzyty obok symbol Newtona (2) to skrét

napisu o A dla prawdziwych Bohateréw Zmagan Rachunkowych mamy
- do sprawdzenia dwie postacie wzoru na n-ta liczbe k-katna w-wymiarowa
<n+w—1> (k=2)-(n-1)+w _ (n+w—2) (k=2)-(n—-1)+w
*student, Wydzial Matematyki, w n+w-—1 n—1 w
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