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Rys. 1. Czy da sie poprowadzié¢ chodniki
tak, by zadne dwa si¢ nie przecinaly?

L

Rys. 2. Sytuacje niedozwolone w grafach
prostych.
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Rys. 3. Rézne sposoby narysowania
grafu Ky.

Wzér Eulera zachodzi takze dla
odpowiednio ,,przyzwoitych”
wielo$cianéw, np. dla wielo$cianéw
wypuklych.

Rys. 4. Graf Ks.

Stowa ,fragment typu” bywaja
na rézne sposoby doprecyzowywane, ale
pozostanmy przy wersji mniej formalnej.

Domki i studnie Joanna JASZUNSKA

Zagadka. Bracia Jacek, Wacek i Placek mieszkaja w trzech réznych domkach,

w poblizu ktérych znajduja sie trzy studnie: jedna z H2O, druga z CoHs OH, trzecia
z sokiem porzeczkowym. Kazdy z braci chcialby poprowadzi¢ ze swojego domu trzy
chodniki, po jednym do kazdej ze studni. Czy bracia moga poprowadzi¢ swoich

9 chodnikéw tak, aby zadne dwa z nich si¢ nie przecinalty (rys. 1)?

Zapewne wielu Czytelnikéw jeszcze w dziecinstwie przekonalo sie, metoda prob
i btedéw, ze odpowiedz brzmi ,nie”. Aby ja udowodnié¢, wprowadzmy kilka pojeé
z teorii graféw.

Grafy dwudzielne. Graf to, méwiac intuicyjnie, punkty (zwane wierzcholkams)
potaczone liniami (niekoniecznie prostymi, zwanymi krawedziami). Rozwazaé bedziemy
tylko grafy spdjne, czyli ,w jednym kawatku”, i proste, czyli takie, w ktérych kazda
krawedz ma dwa rézne konce i zadnych dwoch wierzchotkéw nie taczy bezposrednio
wiecej niz jedna krawedz (rys. 2).

K, oznacza graf pelny o n wierzchotkach, czyli graf o n wierzchotkach, z ktérych
kazde dwa sa polaczone krawedzia (rys. 3 1 4).

Graf pelny dwudzielny K,' to taki graf, ktérego n + m wierzchotkéw mozna podzielié
na dwie grupy, po n i m, a krawedzie tacza wszystkie wierzchotki z jednej grupy ze
wszystkimi z drugiej, przy czym innych krawedzi nie ma. W przypadku trzech domkéw
i trzech studni wystepuje graf K3.

Grafy planarne. Graf nazywamy planarnym, jesli da sie go narysowaé na plaszczyznie
tak, aby zadne dwie krawedzie si¢ nie przecinalty. Na przyktad graf K4 jest planarny
(rys. 3). Nie wszystkie grafy sa planarne.

W zagadce o domkach i studniach nalezy rozstrzygnaé, czy graf K3 jest planarny.

Wzér Eulera i przydatna nieré6wnosé. Dla graféw planarnych zachodzi wzor Eulera:
w — k + s = 2, gdzie w to liczba wierzchotkéw grafu, k — liczba krawedzi, a s — liczba Scian,
czyli obszaréw, na jakie graf dzieli plaszczyzne (wliczamy tez ,zewnetrze” grafu).

Wykazemy teraz, ze w planarnym grafie dwudzielnym zachodzi nieréwnoséé (x) 2k > 4s.
Policzmy krawedzie takiego grafu. Kazda $ciana ma na przemian wierzcholki z kazdej

z dwéch grup, zatem jest parzystokatna, wiec co najmniej czworokatna. Ma wobec tego
co najmniej 4 krawedzie. W grafie jest wiec co najmniej 4s krawedzi, ale — uwaga! —
policzonych dwukrotnie (kazda krawedz liczymy przy kazdej z dwéch $cian, ktére
rozdziela). Stad 2k > 4s.

Rozwigzanie zagadki. Pokazemy, ze graf K3 nie jest planarny, czyli ze bracia nie sa
w stanie poprowadzi¢ nieprzecinajacych sie chodnikéw. Przypusémy przeciwnie.
Wtedy ze wzoru Eulera mamy w — k 4+ s = 2, przy czym w = 6, k = 9. Stad s = 5.
Jednoczesnie na mocy (x) zachodzi 2k > 4s, czyli 18 > 20, sprzecznosé. O

Zadania domowe
1. Udowodnij wzér Eulera.

2. Wykaz, ze wierzchotki i krawedzie dowolnego wieloscianu wypuktego tworzg graf
planarny prosty.

3. Wykaz, ze dla kazdego wieloscianu wypuktego zachodzi 2k > 3s oraz 2k > 3w.
4. Wykaz, ze graf K5 nie jest planarny (rys. 5).

5. Czy istnieje takie n > 5, ze graf K, jest planarny?

Wazna uwaga na koniec. Z rozwiazania zagadki o domkach i studniach oraz

z zadania 4 mozna wywnioskowaé, ze jesli graf zawiera ,fragment typu” K3 lub Ks,
to nie moze by¢ planarny (poniewaz juz ten fragment nie daje sie narysowaé bez
przecinajacych si¢ krawedzi, a co dopiero caly graf).

Twierdzenie Kuratowskiego glosi, ze zachodzi takze fakt odwrotny, czyli ze

graf jest nieplanarny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera ,fragment typu” Ks lub K3.
Twierdzenie to oznacza, ze te dwa niezwykle proste grafy nieplanarne (Kg’ iKs)
wystarczaja, by rozstrzygacé o planarnosci lub nieplanarnosci wszystkich innych graféw,
a takze ze — w pewnym sensie — nie ma zadnego ,naprawde zupeinie innego” od nich
grafu nieplanarnego.
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