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Rozwigzanie zadania M 1534.

Niech A1 A3 A3A4A5Ag bedzie
szesciokatem foremnym o boku 1, a O
bedzie $rodkiem okregu opisanego na tym
szesciokgcie. Wowczas

S ={0,A1,As, A3, A4, A5, Ac}

jest siedmioelementowym zbiorem
spelniajgcym warunki zadania, gdyz
punkt A; jest $rodkiem okregu opisanego
na tréojkacie OA;_1A;4q dla
i=1,2,...,6 (przyjmujemy Ag = Ao
iAr = Al),

Uwaga. Powyzszy przyklad mozna
zastosowaé¢ do konstrukcji zbioru
n-elementowego spelniajacego zadane
warunki dla dowolnego n > 7. Czytelnika
zachecamy do rozstrzygniecia, czy istnieje
odpowiedni zbiér mocy 6 lub mniejszej.
Oznaczmy przez B; $rodek okregu
opisanego na tréjkacie OA; A; 11 dla
i=1,2,...,6, a przez 7 — dowolng

translacje o wektor dtugoéci wiekszej od 2.

Wéwcezas, jezeli n = Tk + r dla k > 1 oraz
r € {0,1,...,6}, to zbiér
r k—1
UaoJ s
i=1 =0

ma n elementéw i spelnia warunki
zadania (7° oznacza f-krotne zlozenie 7).

cho¢ probabilistyczng
Wojciech NIEMIRO*

W jeziorze ptywa r ryb, ale liczby r nie znamy. Chcielibyémy te liczbe oszacowad,
nie uciekajac sie do osuszenia jeziora. Powiedzmy, ze dysponujemy wedka,
puszka farby i odrobing wiedzy ze statystyki. Lowimy sobie jedna rybke po
drugiej i wrzucamy z powrotem do jeziora, krzywdy zadnej rybce nie czyniac.
Przed wrzuceniem do wody malujemy rybce kreseczke na ogonku. Rybka
zlowiona powtoérnie otrzymuje druga kreseczke. Jesli zdarzy sie ztowi¢ te¢ sama
rybke trzeci raz, domalowujemy trzecia kreseczke i tak dalej. Wyniki naszych
polowéw zapisujemy w postaci ciagu x = (z1,...,,), gdzie z; oznacza liczbe
kresek na ogonku i-tej zlowionej ryby przed wrzuceniem do jeziora. Jedli, na
przyktad,

X = (1) 1) 27 1) 37 17 17 17 17 27 17 17 2’ 3’ 4’ 1’ 1’ 17 17 2) 1) 17 27 37 2)7
to powtarzaliSmy poléw 25 razy, zlowiliémy 15 réznych ryb, w tym jedna
czterokrotnie, dwie trzykrotnie i trzy dwukrotnie. Jasne, ze ciag x zawiera
pewng informacje o nieznanej liczbie r. Duza liczba wyrazéw ciagu réznych
od jedynki (czyli ryb zlowionych wielokrotnie) wskazuje na to, ze r jest
»prawdopodobnie male”. Postaram sie pokazac, jak to intuicyjne rozumowanie
uscidli¢ i sformutowaé wnioski w bardziej konkretnej, iloSciowej postaci.
Przy okazji zaprezentuje kilka waznych idei, stojacych u podstaw statystyki
matematycznej.

Model probabilistyczny

Oczywiscie, zycie w jeziorze jest bardziej skomplikowane niz matematyka. Zeby
cos obliczy¢ i przeprowadzi¢ porzadne rozumowanie, trzeba przyjacé szereg
upraszczajacych zalozen.

e Zalézmy, ze liczba r jest niezmienna (ryby nie gina ani nie rozmnazaja sie).
e Pomiedzy kolejnymi potowami ryby catkowicie ,mieszaja sie”.
Mbowiac dokladniej, zaktadamy, ze w kazdym kolejnym polowie
prawdopodobiefistwo wyciagniecia kazdej z ryb jest jednakowe, réwne 1/r.

Wyidealizowany model pozwala obliczyé¢ prawdopodobienstwo

otrzymania konkretnego wyniku potowu. Niech symbol P,.(x) oznacza

prawdopodobienstwo otrzymania wyniku x przy zaloZeniu, ze nieznana liczba

ryb jest réwna r. Dla przykladowych danych przytoczonych powyzej mamy
P.(x) =P (1,1,2,1,3,1,1,1,1,2,1,1,2,3,4,1,1,1,1,2,1,1,2,3,2)
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gdzie uzyliémy oznaczenia (1), = r(r —1)-...- (r — m 4+ 1). Zauwazmy, ze 15 jest

liczba jedynek w ciagu x (liczba réznych ztowionych ryb). Latwo wyjasnié¢ wyzej
napisany wzér, przygladajac sie kolejnym utamkom w drugiej linii:

1. Pierwszy wyraz ciagu, 1, zawsze musi by¢ rowny 1: na poczatku w jeziorze
ptywa r ryb i wszystkie sa nieoznakowane. Pierwszy czynnik jest réwny
r/r=1.

2. Po pierwszym poltowie w jeziorze ptywa r — 1 ryb nieoznakowanych i jedna
ryba oznaczona jedna kreska. Stad prawdopodobienstwo otrzymania zo = 1
(wylowienia nowej rybki) wynosi (r — 1)/r.

3. Jesli 1 =11 z9 =1, to po drugim potowie w jeziorze ptywa
r — 2 ryb nieoznakowanych i dwie ryby oznaczone jedna kreska.
Prawdopodobienstwo otrzymania z3 = 2 (wylowienia oznakowanej rybki)
wynosi wiec 2/7.



wiarygodnosé

15 20 25 30 35 40 45 50
T
Wykres wiarygodnosci dla m = 15
i n = 25. Grubsza czarna linia wskazuje
ENW 7 = 21.

4. Jesli xy =1, xo = 11 x3 = 2, to po trzecim polowie w jeziorze ptywa r — 2 ryb
nieoznakowanych. Prawdopodobiefistwo otrzymania x4 = 1 (wylowienia jednej
z tych nieoznakowanych) wynosi (r — 2)/r.

5. Jedlizy =1, 20 =1, 23 =21 x4 = 1, to po czwartym polowie w jeziorze plywa
jedna ryba oznaczona dwiema kreskami. Prawdopodobienstwo otrzymania
x5 = 3 (wylowienia wlaénie tej rybki) wynosi 1/r.

I tak dalej. Proponuje, zeby Czytelnik samodzielnie przesledzit pochodzenie
dalszych ulamkéw w naszym wzorze.

Wiarygodnosé

Wielko$é P, (x) jest funkcja dwéch argumentéw: x jest wynikiem doswiadczenia
losowego, a r jest nazywane parametrem. Mozliwe sa dwa punkty widzenia,
charakteryzujace dwie rézne dziedziny matematyki.

e Jedli r jest ustalone (w domysle — znane), to P,.(x) rozwazane jako funkcja
argumentu x nazywa sie prawdopodobieristwem (dokladniej — rozkladem
prawdopodobieiistwa). To jest punkt widzenia probabilistéw.

e Jedli x jest ustalone (w domysle — znane), to P,.(x) rozwazane jako funkcja
argumentu r nazywa sie wiarygodno$cig. To jest punkt widzenia statystykow
matematycznych.

W jezyku potocznym prawdopodobienstwo i wiarygodno$é sa niemal
synonimami, ale w naszych rozwazaniach réznica miedzy tymi pojeciami jest
istotna. Zadanie, ktore postawiliSmy na poczatku tego artykutu: oszacowanie
nieznanej liczby r na podstawie obserwacji x — nalezy do domeny statystyki.

Nasuwa sie pomysl, ze rozsadnym oszacowaniem parametru r jest taka
warto$é¢ 7, ktora maksymalizuje wiarygodnosé

Pi(x) = max P.(x).

Moéwimy, ze 7 jest estymatorem najwickszej wiarygodnosci (ENW). Wréémy
do naszego przyktadu. Dla ciagu x, przytoczonego na poczatku artykuhu,
wiarygodnoé¢ osiaga maksimum dla r = 21. Chcialoby sie powiedzieé, ze

21 jest najbardziej prawdopodobna liczba ryb”. Ale, ale! Nie wolno tak méwic!
W naszym modelu r nie jest wynikiem jakiego$ doswiadczenia losowego,

a wiec nie mozna méwié o ,,prawdopodobienstwie otrzymania r”. Wobec

tego statystycy mowia: ,,21 jest najbardziej wiarygodng liczba ryb”. Jest to
wybieg jezykowy, ktory ukrywa do$¢ zawila i niewygodna interpretacje ENW.
»Najbardziej prawdopodobny” po prostu znaczy ,najczesciej pojawiajacy

sie w wielokrotnych powtoérzeniach doswiadczenia losowego”. Ale co znaczy
»hajbardziej wiarygodny”?

o ENW to jest taka wartos¢ parametru, dla ktorej, jesliby wielokrotnie
powtarzaé doswiadczenie losowe, to czesciej otrzymywalibySmy taki wynik, jaki
w rzeczywistosci otrzymalismy, w pordwnaniu z innymi mozliwymi wartosciami
parametru.

Dostatecznosé

Jak wynika z naszych dotychczasowych rozwazan, wzér na wiarygodno$é
w naszym rybackim zadaniu ma postac
(r)m

P.(x) = P (x1,...,x,) = o - g(x),

gdzie m = m(x) jest liczbg jedynek w ciagu x, zas$ g(x) jest funkcja x, niezalezaca
od nieznanego r. Co prawda, ta funkcja jest raczej skomplikowana, ale nie
bedzie nam potrzebna! Zauwazmy, ze ENW mozemy obliczy¢, maksymalizujac
wyrazenie P,.(x) z pominietym czynnikiem g(x). W rezultacie otrzymane
oszacowanie 7 = 7(x) zalezy tylko od m = m(x). Okazuje sie, ze tylko m, liczba
jedynek, zawiera informacje o nieznanej liczbie r, wszystkie inne wielkosSci
zwiazane z wektorem x = (z1,...,2,) sa nieistotne! Méwimy, ze m = m(x) jest
statystykq dostateczng. Nastepujace piekne rozumowanie przekona nas, ze tak
jest naprawde. Poniewaz mamy

P(x[r) = L(r,m(x)) - g(x)
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dla pewnej funkeji L(r,m), to zgodnie z definicja prawdopodobienstwa
warunkowego

Xim) = PT(X) — PT(X) =
Pr( | ) P, (m) Zx’:m(x')=m Pr(xl)
L(’f’, m) . g(X) - Q(X)

Zx’:m(x'):m L(’I’, m) : g(X/) Zx/:m(x’):m g(X/) P(X|m)
Prawdopodobiefistwo warunkowe P, (x|m) nie zalezy od r, dlatego na koricu
opusciliSmy indeks r. Przeprowadzmy nastepujace do$wiadczenie myslowe.
WyobraZzmy sobie, ze po dokonaniu polowu zapamietaliSmy liczbe m = m(x),

a potem zgubiliémy kartke z zapisanym wektorem x. Mozemy odtworzy¢
zgubiony wynik do$wiadczenia, znajac tylko m. Wylosujemy mianowicie fikcyjny
wynik x’ z prawdopodobienstwem P(x’|m), bo do tego nie jest potrzebna
znajomo$¢ r. Chwila zastanowienia prowadzi do wniosku, ze x’ ma ten sam
rozktad prawdopodobienstwa co x. Skoro sposéb naszego losowania nie zalezal
juz od 7, to uzyskany wynik nie mogl ze soba niesé zadnej dodatkowej informacji
o r. W tej sytuacji cala nasza wiedza o tym parametrze musi by¢ ,,ukryta”

w liczbie m!

Na zakonczenie dodam, ze tytul tego artykutu zapozyczytem z picknego
opowiadania Stanistawa Lema O krolewiczu Ferrycym i krolewnie Krystali
— opowies¢ z cyklu Dziela Cyfrotikon, czyli o dewijacyach, superfiksacyach,
a waryacyach serdecznych.

Jak zwalczaé¢ losowo$¢é w grach
Barttomiej ZAK*

Losowos¢ w grach karcianych, planszowych i komputerowych czesto budzi wiele
kontrowersji. Sprawia ona, ze gracz stabszy grajacy z lepszym ma szanse wygrac.
Jest to pozadane w przypadku gier towarzyskich i frustrujace w przypadku

gier profesjonalnych. W obu przypadkach nadmiar losowosci jest zty, gdy za
czesto zdarza sie, ze przewaga gracza pierwszego, wynikajaca z jego inteligentnej
gry, jest niwelowana przez szczescie drugiego. W moim artykule pokaze, jak

z losowoscia mozna walczy¢ na przykltadzie jednej z najbardziej losowych gier,
czyli Chinczyka, ktorego, mam nadzieje, wszyscy znaja.

Moj sposob mierzenia losowosci jest zasadny dla gier z kategorii ,,wyscigéw
planszowych”. Takie gry w uproszczeniu polegaja na tym, ze kolejno losujemy
liczby (na przyklad rzucajac koscia) i chcemy, by suma naszych wylosowanych
wartoéci jak najszybciej osiagneta lub przekroczyta pewien putap. Na przyktad
w Chinczyku, rzucajac kosémi ruszamy pionkiem o wylosowang liczbe oczek,

a zeby wygraé¢, musimy przesunaé pionki o 166 oczek (jesli nie zbito naszego
pionka). Te gry laczy jedno: nawet jedli jeste$ genialnym strategiem, jesli
bedziesz miat pecha, to przegrasz.

W takich grach to, o ile zwigkszy sie nasza suma, warunkuje pewna zmienna
losowa odpowiadajaca jednemu losowaniu: bedziemy o niej mysleé¢ jak
o obiekcie matematycznym, ktory przyjmuje rozne wartosci, kazda z pewnym
prawdopodobienstwem, a prawdopodobienstwa te sumuja sie do jedynki.
Dla przyktadu, jezeli zmienna losowa D reprezentuje wynik rzutu koscig
szeScioscienna, to wartodci tej zmiennej razem z prawdopodobienstwami
wystapienia wygladaja tak

z__|

P(D = z)

Do opisu zmiennych losowych czesto uzywamy nastepujacych pojeé¢: wartosci
oczekiwanej (E) oraz wariancji (Var). Warto$é oczekiwana to suma mozliwych
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