Warto wspomnieé, ze w kategorii ,,Stowo
roku 2009” nominowany byt czasownik
to fail, ktéry postapil honorowo

i przegral. Jego porazka (sukces?) byta
jednak polowiczna, gdyz zwyciezytl

w kategorii ,,Najbardziej uzyteczne stowo
roku 2009”.
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Rozkladem nazwiemy dowolny cigg
N liczb nieujemnych, sumujacych si¢
do 1.

(%) istnieje takie 7, ze dla dowolnych
4,7 < N z dodatnim
prawdopodobiefistwem mozemy sie
przenies¢ z miasta ¢ do miasta j po
dokladnie r dniach.

Google w lanncuchach
tukasz RAJKOWSKI

Xo = Wstep. W roku 2009 stowem dziesigciolecia stowarzyszenie American
Dialect Society oglosito czasownik to google, ktérego polski odpowiednik —
guglowaéd/gugla¢ — omawiany jest juz na stronach Stownika Jezyka Polskiego,
PWN. Nic dziwnego, wszak korzystanie z wyszukiwarki Google stalo sie
elementem codzienno$ci wiekszosci z nas i nie mamy skrupuléw przed
zadawaniem jej pytan o najblahsze sprawy. Idac za mysla przewodnia tego
numeru Delty, o nieoczekiwanych zwiazkach teorii z rzeczywistodcia, pokazemy,
co wspoélnego ma wszedobylska wyszukiwarka z teorig tancuchéw Markowa,
sformutowang w poczatkach XX wieku.

X1 = Przyklad. Powiedzmy, ze zwiedzamy graf spéjny w taki sposob, ze

po znalezieniu sie w danym wierzchotku, w kolejnym kroku odwiedzamy
ktoregos z jego sasiadow, kazdego z tym samym prawdopodobienistwem. Dla
przyktadu, kolejnymi odwiedzonymi wierzchotkami przy spacerowaniu po grafie
na marginesie mogltyby by¢ 1, 3, 4, 2, 4, 6, ... Tabela przedstawia procentowy
czas spedzony w poszczegdlnych wierzchotkach w pewnej symulacji 10 000
krokow zwiedzania tego grafu. Zauwazmy, ze przedstawione wartosci wydaja
si¢ mocno powiazane ze stopniami (czyli liczbami sasiadéw) poszczegblnych
wierzchotkéw. Oczywiscie nie jest to wcale przypadek, co niebawem wyjasnimy.

X5 = Internet. Zalézmy, ze przegladamy strony internetowe w bezmyslny
sposob (nie rébcie tego w domu!), za kazdym razem klikajac w losowo wybrany
odnosnik na stronie, na jakiej sie znalezliSmy. Gdyby procentowa liczba
odwiedzin danej strony (na przyklad deltami.edu.pl)) stabilizowala sie na
pewnej granicznej wartosci, to byloby rozsadnie uznaé te wartos¢ za miare
waznosci tej strony — im jest wicksza ta warto$é, tym czesciej trafialibySmy na
dana strone, ,,losowo” przegladajac Internet. Na pierwszy rzut oka nie wiadomo
jednak, jak te wartos¢ obliczy¢ — pomoga nam w tym wspomniane we wstepie
taicuchy Markowa.

X3 = Lancuchy Markowa. fancuchy Markowa stanowia matematyczny model
dla nastepujacej (malo rzeczywistej, ale mam nadzieje do$é obrazowej) sytuacji:
wyobraZzmy sobie uklad N miast (ponumerowanych liczbami od 1 do N).

W kazdym z nich znajduje si¢ teleport, ktéry w losowy sposdéb wybiera miasto,
do ktérego przenosi uzytkownika. Niech teleport w miescie ¢ przenosi do

miasta j z prawdopodobieiistwem p;;. Zalézmy, ze postanowiliémy pozwiedzaé
miasta, codziennie korzystajac (jednokrotnie) z zamieszczonych w nich
teleportow.

Przyjmijmy, ze miejsce startu (,,dzient zero”) jest losowe; z prawdopodobienistwem
m; jest to miasto ¢. Z jakim prawdopodobienstwem pierwszego dnia znajdziemy
si¢ w miescie j7 Szansa na rozpoczecie z k-tego miasta i przejscie do j-tego
wynosi mppkj, & zatem prawdopodobienstwo odwiedzenia j-tego miasta
pierwszego dnia to 7r§1> = Zi\;l TkPrj. L rozkladu w ,dniu zero” @ = (m1,...,7nN)

otrzymali$my rozklad w pierwszym dniu 7)) = (wgl), ey w](\})). W tym sensie

prawdopodobienistwa (p;;); j<n okredlaja nam przeksztalcenie P, ktére z jednego
rozktadu tworzy inny.

X4 = Rozklad stacjonarny. Przy zalozeniu (x), przedstawionym na marginesie,
r-ta iteracja przeksztalcenia P jest przeksztalceniem zweZajgcym, tzn. zmniejsza
odleglos¢ miedzy rozkladami o ustalony z géry czynnik. Aby to stwierdzenie
mialo sens, musimy doprecyzowaé¢ odlegtos¢ miedzy rozkladami — u nas bedzie
to |m —v| = Zgﬂ | — vi]. W tej sytuacji z twierdzenia Banacha o punkcie
stalym wynika, ze istnieje punkt staly przeksztalcenia P, czyli taki rozktad &
(nazywany stacjonarnym), ze P(7) = 7, tzn. prawdopodobiefistwo wystartowania
z 1-tego miasta jest takie samo, jak prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w nim
pierwszego (wiec réwniez drugiego, trzeciego, ... ) dnia. Z twierdzenia Banacha
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O twierdzeniu Banacha mozna wigcej
poczytaé¢ w artykule Jarostawa
Goérnickiego w Aig.

Przez P(A | B) oznaczamy
prawdopodobienstwo zajs$cia zdarzenia A
pod warunkiem zajScia zdarzenia B.

Zauwazmy, ze losowe przegladanie stron
réwniez mozemy potraktowaé jako
spacerowanie po grafie, lecz tym razem
jest to graf skierowany.

wynika réwniez, ze rozklad 7t moze zosta¢ uzyskany z dowolnego rozktadu 7
poprzez iteracje P, tzn. ciag P"(w) (gdzie P = Po...o P) jest coraz lepszym
przyblizeniem 7.

X5 = Czas powrotu. Kiedy rozklad 7 istnieje, to (zakladajac (x)) ma pewna
ciekawa wlasnos¢ — m; jest rowny odwrotnosci éredniego czasu oczekiwania na
powrét do i-tego wierzcholka, co teraz uzasadnimy. Zalézmy, ze rozpoczeliSmy
nasza wedrowke, losujac startowe miasto z rozkladu stacjonarnego. Pewnego
dnia znalezliémy sie w i-tym miescie i zastanawiamy sie, kiedy don wrécimy.
Liczbe dni, jakie uptyna do pierwszego powrotu, oznaczmy jako 7; — jest to
pewna losowa wielkos§¢. Niech u; bedzie wartoscia oczekiwana 7;, tzn.

Niech X} bedzie numerem miasta odwiedzonego k-tego dnia i niech Ay; oznacza
zdarzenie, ze k-tego dnia byliSmy w miescie ¢, do ktérego nie wrociliSmy przez
kolejnych I dni. Zauwazmy, ze P(1; > k + 1) = P(Aox | Xo = @) oraz P(Xo = i) = 7,
zatem korzystajac z , dostajemy

(2) Tipti = P(Ago) + P(Ao1) + P(Ao2) + P(Ag3) + ...

Poniewaz wyszliémy od rozkladu stacjonarnego, wiec P(Ay;) zalezy tylko
od I (co moze wymagaé chwili zastanowienia), zatem suma pierwszych n + 1
sktadnikéw w (2) to

Bn
(3)  P(Ano) +P(Ap—1)1) + ... +P(Aon) = P(Ano U A—1y1 U... U Agp),

gdyz zdarzenia Ay, _y) sa rozlaczne, ponadto ich suma B, to zdarzenie, ze

w pierwszych n dniach odwiedziliSmy co najmniej raz i-te miasto. Z zalozenia ()
mozna wywnioskowaé, ze P(B,,) jest zbiezne do 1, a zatem z i wynika
mips = 1.

Xe = Liczba odwiedzin. Na zakonczenie teoretycznych rozwazan zauwazmy,
ze skoro wartos¢ oczekiwana liczby dni potrzebnych na powrét do i-tego miasta
wynosi u;, to srednio ,raz na u;” krokéw wracamy do ¢, zatem jesli DT; ) jest
liczba dni spedzonych w i-tym miescie podczas pierwszych n dni, to DY /n staje
sie coraz blizsze 1/p; = ;. Rozumowanie to mozna nietrudno uécisli¢ przy uzyciu
Mocnego Prawa Wielkich Liczb.

X7 = Przyklad wyjasniony. Zauwazmy, ze nasz spacer po grafie
spéjnym odpowiada tancuchowi Markowa o prawdopodobienstwie przejscia
pij = deg(i) "1 1;.;, gdzie deg(i) to stopieri wierzcholka i, a 1;.; przyjmuje
wartosé 1, jesli j jest sasiadem ¢, oraz 0 w przeciwnym przypadku. Niech e
bedzie liczba krawedzi. Latwo uzasadnié, ze suma stopni wierzchotkéw w grafie
wynosi 2e, a zatem wagi T; = deg()/(2e) stanowia rozklad. Zwréémy uwage, ze
S ~deg(B) Ly X My deg(y)
S gy = 30 280 T
k=1

= 2 deg(k) 2¢ 2 7
zatem 7t jest rozkladem stacjonarnym — uzasadnia to zaobserwowany wczesniej
fenomen dotyczacy sredniego czasu przebywania w danym wierzchotku. Dosé
nieoczekiwanym stad wnioskiem jest to, ze srednia liczba odwiedzin jest w tym
przypadku wlasnosScia lokalna i zalezy tylko od stopnia wierzchotka i liczby
krawedzi; bez znaczenia jest struktura pozostalej czeéci grafu (jak réwniez liczba

wierzcholtkéw).

Xg = Google i PageRank. Wr6émy do losowego przegladania stron.
Oczywiscie, ono réwniez okreéla nam pewien taricuch Markowa. Gdyby spelnione
byto zalozenie (%), to $rednia liczba odwiedzin danej strony (czyli szukana
warto$é strony) zbiegalaby do wartosci rozkladu stacjonarnego dla tej strony.
Niestety podczas opisanego spacerowania po stronach internetowych moglibysmy
wpas¢ w pewne pulapki; mozemy na przyklad trafi¢ na strone bez zadnego
odno$nika lub w inny sposéb naruszy¢ (x). Celem rozwiazania tego problemu
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O algorytmie PageRank z odrobing innej
perspektywy mozna przeczytad

w artykule Krzysztofa Diksa w Agg.
Zache¢camy do lektury!

wprowadza sie niezerowe prawdopodobienstwo ,teleportacji” — przed kliknieciem
w dowolny odno$nik mamy szanse (1 — «) (lub 1, jesli na danej stronie nie ma
odno$nik6w) na przeskoczenie do losowo wybranej strony, kazdej z jednakowym
prawdopodobienstwem. W odréznieniu od wcze$niejszego przyktadu, nie mozemy
jednak w prosty sposéb wskaza¢ rozkladu stacjonarnego, a doktadne rozwigzanie
odpowiedniego uktadu réwnan nie wchodzi w gre ze wzgledu na ogromna

liczbe stron internetowych. Wiemy jednak, ze zgodnie z twierdzeniem Banacha
o punkcie stalym mozemy Frzybhzyc rozktad stacjonarny poprzez rozpoczecie od
dowolnego rozkladu (np. m; * = 1/N) i powtarzanie

n+1) ) a-ai" al (1-a) -
(4) Z deg

J J

LD D D Dh
J—i deg(j)=0 Jj=1

gdzie pierwsza suma obeJmuje wszystkie strony wskazujace na i, a druga
wszystkie ,;strony puste”. Ten sposéb mierzenia i obliczania waznosSci strony
zostal zaproponowany przez Larry’ego Page’a i Sergeya Brina w 1997 roku,
ochrzczony PageRank i wykorzystany w stworzonej przez nich wyszukiwarce
Google jako istotny czynnik przy decydowaniu o kolejnosci wyéwietlanych
stron internetowych. I chociaz informacja o wartosciach PageRanku nie jest
juz dostepna publicznie, wiele wskazuje na to, ze ciagle odgrywa on niemalg
role w sposobie, w jaki Google sortuje wyniki. Czytelnikom Zainteresowanym
polecam samodzielne wyguglanie szczegdtow.

i Zadania

Przygotowal Lukasz BOZYK

M 1618. Do dyspozycji mamy n jednakowych swieczek. Pierwszego dnia
zapalamy jedng $wieczke na doktadnie godzine. Drugiego dnia wybieramy
dwie $wieczki i zapalamy je rowniez na godzine. Ogdélnie k-tego dnia pewnych
k $wieczek pali sie przez godzine. Przypusémy, ze n-tego dnia po uplywie
godziny wszystkie swieczki wypalily sie réwnoczesnie. Wyznaczy¢ wszystkie
wartosci n, dla ktérych taka sytuacja jest mozliwa.

Rozwigzanie na str. [4]

M 1619. Dwa rozlaczne podzbiory zbioru {1,2,...,n} maja te sama
sume elementéw. Wykazaé, ze kazdy z tych podzbioréw ma mniej niz
n/v/2 elementéw.

Rozwiazanie na str. [7]

M 1620. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2 o nastepujacej wlasnosci:
Liczby calkowite od 1 do 16 mozna tak wpisa¢ w pola tablicy 4 x 4, aby

sumy liczb w wierszach i kolumnach byly o$mioma parami réznymi liczbami
catkowitymi, z ktérych kazda jest podzielna przez n.

Rozwiazanie na str.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 987. Podczas roztadunku wagonéw debowe belki staczane sa z pochylni
wykonanej z debowych desek. Jaka jest najwieksza wartosé kata « miedzy
pochylnia i poziomem, dla ktérej belki staczaja sie bez podlizgu? Nalezy przyjac,
ze belki maja ksztalt walcéw, a wspolczynnik tarcia statycznego drzewa miedzy
powierzchniami z drzewa debowego wynosi f = 0,58.

Rozwigzanie na str.

F 988. Dwa kétka (walce) o promieniach R ir (R > r) wyciete z tego samego
arkusza blachy osadzone sa na dwéch réwnoleglych osiach, wokoét ktérych moga
sie swobodnie obraca¢. Wieksze z kotek wprawiono w ruch obrotowy, nadajac
mu predko$é katowa g, a nastepnie osie zsunieto tak, ze kéltka stykaly sie.
Jaka ustalila si¢ koricowa predkosé katowa wigkszego z kélek? Przyjmij, ze
wspoélczynnik tarcia kinetycznego miedzy powierzchniami bocznymi kétek
wynosi f i pomin pozostale opory ruchu (tarcie w zamocowaniu osi, opér
powietrza itp.).

Rozwiazanie na str. 4]
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