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Rozwigzanie zadania M 1605.
Odpowiedz: Nie wynika.

Na ponizszym obrazku zilustrowana jest
przyktadowa sie¢ znajomosci
(uczestnikom konferencji odpowiadaja
punkty, a znajomosciom — odcinki), dla
ktoérej stosowne zakwaterowanie nie
istnieje.

Rzeczywiscie, niezaleznie od sposobu
zakwaterowania osoby A, pozostali
uczestnicy dzielg sie na dwie grupy
5-osobowe i jedng 4-osobowg o tej
wlasnosci, ze kazdy ma
niezakwaterowanych dotad znajomych
tylko w obrebie danej grupy. Zadnej

z grup 5-osobowych nie da sie

zakwaterowa¢ w dwuosobowych pokojach.

* Wydzial Matematyki i Fizyki
Stosowanej, Politechnika Rzeszowska
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Rys. 1

Wykorzystujac przedstawiona teorie, mozemy zaproponowa¢ nastepujacy
protokél prywatnego uzyskiwania informacji dla jednej bazy danych
(Dobromira):

(a) Bogumil i Dobromir umawiaja sie na reprezentacje ciagu & w postaci
tablicy X = [Tk 1]k<s.i<t- Lalézmy, ze x; = Ty p;

Bogumitl wybiera duze liczby pierwsze p, g (ktérych reprezentacja dwéjkowa
ma K bitéw) i oblicza n = pq, po czym wybiera losowo y1,...,ys < n w taki
sposob, ze y, € O, oraz y, € Q, dla k # «. Nastepnie przekazuje n oraz
wszystkie liczby y1,...,ys Dobromirowi. Zauwazmy, ze zgodnie z nasza
uwaga Dobromir (nieznajacy p, ¢) dla zadnego k < s nie jest w stanie
stwierdzié, czy yr € 9Oy, nie dowie sie zatem niczego o «;

(c) Dla kazdego r < ¢ Dobromir oblicza z, = [[;_, y,iﬂk’r modulo n. Jest to
iloczyn wszystkich wystanych liczb yg, przy czym niektore — te, ktérym

w r-tej kolumnie odpowiada jedynka — mnozone sa ,,w kwadracie”. Poniewaz
tylko y, nie jest kwadratem modulo n, wiec z, jest kwadratem tylko wtedy,
gdy vy, jest mnozone ,w kwadracie”, czyli gdy zn,, = 1;

(b)

(d)

Bogumil sprawdza, czy zg jest kwadratem (moze to uczynié, gdyz zna p, q).
Jedli tak, to o, wynosi 1, w przeciwnym przypadku 0.

Przedstawiona komunikacja zajmuje Ks + Kt bitow, czyli w ten sposéb, biorac
s =t ~ \/n, mozemy juz osiagna¢ komunikacje rozmiaru 2K+/n. A mozna jeszcze
lepiej! Zauwazmy, ze sposréd skonstruowanych przez Dobromira liczb zq, ..., z
Bogumita interesuje tylko zg, przy czym nie chce on, by Dobromir poznat j.
Toz to brzmi doktadnie jak wyjsciowy problem, wiec rzecz pachnie rekurencja
na kilometr! Bogumil moze zastosowaé ten sam protokoét dla ciagu zq, ..., 2,
aby poznaé zg. Woéwczas rozmiar komunikacji jest rzedu Ks + K - 2K\/t;
optymalizujac ze wzgledu na s, t, pod warunkiem st = n, dostajemy koszt
3K5/3 ¥n. W ten rekurencyjny sposéb mozemy dowolnie zbijaé wykladnik

przy n (odwrotnie proporcjonalnie do glebokosci rekurencji); niestety, kosztem
puchnacego (z grubsza liniowo wraz z glebokoscia rekurencji) wykladnika

przy K. Céz, odwotujac sie do klasyka, nie udalo nam sie przyrzadzié¢ zupelnie
darmowego obiadu, mamy jednak nadzieje, ze Czytelnicy i tak docenia
(podobnie jak Bogumil) chytros¢ i elegancje przedstawionych protokotéw.

Kto ma racje?
Jarostaw GORNICKI*

Skonczyt sie mecz — najwazniejsze wydarzenie tygodnia. Po burzliwej wymianie
zdan na jego temat trzej przyjaciele: Diugi, Gruby i Ludek wracali do domu.
Nagle Ludek zapytatl o zadanie z matematyki, ktére byto na jutro. Dtugi i Gruby
staneli jak zaczarowani. Zapomnieli o zadaniu. W necie na chwile sie zagotowalo!
Nastala cisza przerywana wiadomo$ciami przychodzacymi na komoérki. Nikt

z klasy jeszcze zadania nie zrobit. Zadanie bylo krotkie:

Jak gruba powinna byc moneta, aby szansa, Ze wylgduje ona na krawedzi,
wynosita %?

Wszyscy zgodzili si¢ przyjac¢ uproszczenie, ze moneta jest jednorodnym,
symetrycznym walcem. Gruby, ktory poczatkowo zbladl i spocil sie, nieSmiato
zglosil pomyst. Posmarujemy deske miodem (by rzucana moneta nie odbijala sie
i nie toczyla), sklejajac pieciogroszéwki stworzymy kilka wariantéw ,,grubych”
monet i na podstawie eksperymentu wybierzemy odpowiedz.

Dlugi uznal, ze zadanie jest tatwe i szkoda miodu. To, na ktorej ,stronie”
wyladuje moneta, jest proporcjonalne do pola powierzchni poszczegdlnych
stron”. Zatem warunki zadania bedg spetnione, gdy pole powierzchni bocznej
walca bedzie réwne polu podstawy. Obliczyl (rys. 1):

kad ld

skad g = d.

d d\? d
2~7T~2-g=7r-(2) , zatem 29:5,
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I triumfalnie oznajmil: grubo$é monety powinna stanowié¢ 25% dlugosci jej
érednicy. Zycie jest piekne, a my jesteémy genialni! Jednak Ludek, ktéry lubit
fizyke, nad czyms rozmy$lat. Po chwili powiedzial, ze widzi inne rozwigzanie.
Poza przypadkiem, gdy moneta wyladowalta od razu na swojej podstawie lub
na krawedzi, musiala wyladowaé koslawie. Miodek chwyta koslawie padajaca
monete, ktéra pod wplywem silty ciezkodci ostatecznie wyladuje na tej stronie,
na ktérej rzut jej srodka ciezkosci znajdzie si¢ we wnetrzu powtoki wypuklej
rzutu tej strony. To za$ zalezy od kata <X AOB, i tu zrobil rysunek (rys. 2).
Warunki zadania beda spelnione, gdy kat <xAOB bedzie réwny % kata prostego
X AOC. Przy oznaczeniach z rysunku

1
5 3 3
%g =tg30° = —\Bf, skad g = —\3[

Oznacza to, ze grubos$¢ monety spelniajacej warunki zadania powinna wynosié¢
57,7% dlugosci jej érednicy. No to mamy problem, przyznali chlopcy, ale
najwazniejsze bylo dla nich, ze na lekcje nie péjda z niczym.

d~ 0,577 - d.

Gruby po powrocie do domu zaczal szuka¢ czegos na temat zadania w necie.
Znalaz! fascynujaca historie. Pewnego razu, gdy John von Neumann wraz

z uczonymi kolegami wysiadal z takséwki, takséwkarz zadal mu pytanie, ktére
jest trescig naszego zadania. Ku niematemu zdziwieniu kolegéw, po jakich$
15-20 sekundach von Neumann ocenil, ze grubosé takiej monety powinna
stanowié¢ okolo 35% dlugosci jej $rednicy. Jak rozumowal von Neumann, mozemy
sie tylko domyslac.

Federick Mosteller widzial to tak (Fifty challenging problems in probability with
solutions, Dover Publ., N. York, 1965, Problem 38). Na monecie (=walcu) opisana
jest sfera o promieniu R (rys. 3). Te sfere tworza wszystkie mozliwe wektory
momentu sity znormalizowane do dlugosci R, zaczepione w $rodku ciezkosci
walca. Sa to tez wszystkie mozliwe kierunki rzutu srodka ciezkosci walca. Aby
spelni¢ warunki zadania, trzecia cze$¢ powierzchni kuli powinna przypadaé na
sytuacje, gdy rzut $rodka ciezkosci pozwala na ladowanie monety na krawedzi.
Poniewaz pole warstwy kulistej jest proporcjonalne do jej grubosci (= 27w Rg), wiec
nasza moneta powinna mie¢ grubos¢ rowna 3 $rednicy sfery opisanej na monecie.
Zatem .
9=3" 2R, czyli 2R = 3g.
Pozostaje obliczyé¢ grubosé takiej monety w stosunku do jej $rednicy. Tu
wystarczy Pitagoras:
1
¢>+d*=(2R)? skadg=—=

d~ 0,353 - d.
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Kto ma racje?

Dowody ,,just-do-it” w zadaniach o przeliczalnosci

*student, Uniwersytet Cambridge

We wrzesniu 2018 roku mial miejsce
kolejny, trzeci miedzynarodowy obéz
matematyczny Maths Beyond Limits,
odbywajqgcy sie corocznie w Mildwce kolo
Zywca. W zeszlym roku wzielo w nim
udzial 60 licealistéw z 12 europejskich
panstw. Rekrutacja uczestnikow na
tegoroczny obdz jest juz zakoriczona,
natomiast potencjalni tutorzy wciqz
mogq zglaszaé sie do prowadzenia zajec.
Szczegoly dotyczace aplikacji oraz obozu
dostepne sq na stronie
mathsbeyondlimits.eu

Przeliczalnie wiele, czyli tyle, ze mozna
je ponumerowaé liczbami naturalnymi.

Robert CRUMPLIN*

W zesztym roku (juz po raz drugi!) mialem przyjemnosé pelnié¢ funkcje tutora
podczas obozu Maths Beyond Limits. Poprowadzitem dwie serie zajeé, z ktorych
jedna dotyczyta teorii mnogosci. Starajac sie da¢ uczestnikom podstawy
arytmetyki zbioréw nieskonczonych w zajmujacy i bezbolesny, mam nadzieje,
sposéb, pokazatem ciekawe zadania, wykorzystujace rozne metody i pomysty.
Jeden z nich jest szczegdlnie warty uwagi. . .

Zadajac proste pytanie ,,Czy istnieje zbiér [...]| spelniajacy warunki [...]?”,
mozna wygenerowaé wiele zadan. Niektérzy nawet zaznacza, ze przeliczalnie
wiele. Struktura zbioréw jest na tyle prosta, ze jesli rozwiazanie istnieje

(i przypadkiem nie jest réwnowazne hipotezie continuum), prawdopodobnie
znajdziemy je, korzystajac z podstawowych wtasnosci funkcji dziatajacych
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