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Czesciej zapisujemy H jako
— Z;_l p; log(pi), réwnowaznie, ale,
moim zdaniem, mniej dydaktycznie.

Korzystanie z logarytmu o innej
podstawie, np. logarytmu naturalnego
powoduje przemnozenie wyniku przez
stala, a zatem odpowiada tylko zmianie
jednostek: In(x) = In(2) log,(z). Np. dla
podstawy e jednostka jest nit.

Czytelnikowi, ktéry zastanawia sig, czy
owe dane sg niezalezne, polecam zapoznad
si¢ z http://bit.ly/dating-zodiac.

Czytelnik Wnikliwy moze sprawdzié, ze
— log Zj—1 p? réwniez ma opisang obok
wlasnoéé addytywnosci. Ma ja takze cala
rodzina entropii Rényiego, bedacych
uogdélnieniem entropii Shannona,

przy czym nie majg one interpretacji
jako informacja.

Prawdopodobienstwo a informacja
Piotr MIGDAL"

Filozof moze sie¢ zadowoli¢ tym, ze ,wie, Ze nic nie wie”. Fizyk zas potrzebuje
wiedzied, ile nie wie.

Pojecie entropii ma swoje zrédlto w termodynamice i jest zwigzane z tym, jak
bardzo nie znamy doktadnego mikrostanu uktadu. Tylko gdy wiemy o nim
wszystko, mozemy w pelni wykorzystaé jego energie, przeksztalcajac ja na inne
formy. Gdy nie — czgsé energii pozostaje niejako uwieziona.

Entropia jest rownie cenna w teorii informacji — pozwala $cidle zmierzy¢, jak
dobrze mozemy skompresowa¢ dana wiadomosé¢ oraz jak bardzo mozemy
niwelowaé szum przy jej przesylaniu. Przydaje sie ona réwniez jako miara
losowosci i korelacji w réznych narzedziach statystycznych.

O ile entropia jest uzywana w jezyku potocznym jako chaos i nieuporzadkowanie,
to sama wielko$¢ (a konkretniej, entropia Shannona) jest Scile okreslona
nastepujacym wzorem:

(%) H(pi,...,pn) =§pilog (;)

gdzie p1, ..., p, sa prawdopodobienstwami mozliwych wynikéw przeprowadzanego
eksperymentu. Bedziemy uzywaé logarytmu o podstawie 2, co odpowiada
mierzeniu entropii w bitach. Powyzszy wzor ma wiele zastosowan i interpretacji.

Ale zanim do nich przejdziemy, spéjrzmy na kilka prostych przyktadéw. Gdy
mamy jedna mozliwosé, entropia wynosi 1log(1) = 0 — wszak nie ma tu miejsca
na losowo$¢. Gdy rzucamy uczciwa moneta, entropia to % log(2) + % log(2) = 1.
Entropia jest najwicksza, gdy dla ustalonej liczby zdarzen wszystkie sa
réwnoprawdopodobne — wtedy wynosi ona log(n). Dla kostki do gry z 6 $cianami
to log(6) ~ 2,6.

Warto pamietaé, ze entropia jest zawsze miara niewiedzy. Stad np. kostka,
na ktérej widzimy wyrzucone dwa oczka, ma entropie zero. Dowiadujemy sig
doktadnie tyle, o ile entropia zmalata, tu:
111111

<6’ 0666 6) H(0,1,0,0,0,0) = log(6) — log(1) ~ 2,6.
Gdyby ktos nam powiedzial ,wypadlo jedno, dwa lub trzy oczka”, nasza wiedza
konicowa bylaby niepelna i dowiedzieliby$my sie log(6) — log(3), czyli 1 bit
informacji.

Dlaczego potrzebujemy w tym wzorze logarytmu? Gdy mamy dwa niezalezne
zdarzenia, chcemy, by ich entropia byta sumg entropii sktadnikéw. Powiedzmy, ze
chcemy dowiedzie¢ sie, jaki jest znak zodiaku naszego obiektu westchnien oraz
czy nas kocha. Nie powinno graé roli, czy dowiemy sie jednej informacji naraz czy
po kawalku. Oznaczymy prawdopodobienstwa znakéw zodiaku jako pi,...,p12
oraz uczucie do nas jako g1, ¢2. Tym samym prawdopodobienstwa poszczegdlnych,
niezaleznych zdarzen to iloczyny p;q;. Zatem jak jest z entropia?

ZZM%’ log(1/(piqj)) = Z Zpiqj(log(l/pi) + log(1/q;))
= Z Zpiqj log(1/p;) + Z Zpi%' log(1/q;)

12 2
= pilog(1/pi) + Y q;log(1/g;),
i=1 j=1
zatem entropia niezaleznych zdarzen dodaje sie. W szczegdlnosci: n rzutéow
uczciwa moneta to n bitéw entropii.

Na wzér na entropie Shannona mozna patrze¢ réwniez jak na Sredniag uzyskana
informacje. Zobaczmy to na przykladzie gry w dwadzie$cia pytan, w ktorej jedna
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Rozwigzanie zadania M 1475.
Poniewaz ¢ jest réznowartosciowa, to dla
kazdego k > 1 spelniona jest nieréwnosé

k
Z¢(¢)>1+2+...+k.
i=1

Oznacza to, ze liczby

.
=) (6() —9)
i=1

sa nieujemne. Niech a; = ¢(i¢) — ¢ oraz
b; = 1/i%. Stosujac przeksztalcenie
Abela, otrzymujemy réwnosé
a1by + asbs + ...+ anb, =
= ai(by —b2) + (a1 + a2)(b2 — bz) +
+ (a1 +a2 +az)(bs —ba)+ ... +
+(ar+ ...+ an—1)(bn—1 —bn)+
+ (a1 + ...+ an)b, =

n—1

= E si(bi —bit1) + snbn.

i=1
Prawa strona tej réwnosci jest
nieujemna, zatem lewa tez. Stad
bezposrednio wynika teza.
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Entropia przy dwéch mozliwosciach,
H(p,1— p), np. rzutu nieuczciwg moneta
(p to prawdopodobienistwo orta) lub
odpowiedzi na pytanie (p to
prawdopodobienstwo ,tak”). Maksimum,
réwne 1 bitowi, osigga dla p = 1/2.

Pozwole sobie zachecié Czytelnika do
do$wiadczalnego zmierzenia

(na znajomych) entropii pytan oraz
entropii pomyslanych obiektéw.

Odpowiedz na pytanie ze strony 1

Nie spelnia rzekomej reguty Pappusa
np. kolo obracane wzgledem swojej
$rednicy — poniewaz $rodek ciezkosci

nie rusza sie, kula musiataby mieé
zaréwno objetosé, jak i pole powierzchni
réwne zeru.

Wystarczajacym zalozeniem, by reguta
Pappusa byta twierdzeniem, jest
wymaganie, by podczas ruchu zaden

z punktéw nie byt odwiedzony
dwukrotnie.

osoba wymysla jakas rzecz, a druga ma za zadanie zgadnaé, o co chodzi, zadajac
po kolei pytania na ,tak” lub ,nie”. Mozna si¢ zastanowié¢, czy warto zadawac
pytania, ktére sa z grubsza pdél na pdl (np. ,Czy to jest zywe?”), czy tez takie,
w ktérych jest niewielka szansa, ze duzo sie rozjasni (np. ,,Czy to element
bizuterii?”).
Powiedzmy, Ze na starcie jest m mozliwych obiektéw i kazdy z nich jest
rownoprawdopodobny. Jedli zadamy pytanie, dla ¢ obiektéw odpowiedzia jest
ybak”, dla m —t pozostatych — ,nie”. Wiaze si¢ to bezposrednio
z prawdopodobienstwami odpowiedzi:

t m—t

Ptak = —, Pnie = .
m m

Zatem po uzyskaniu odpowiedzi zbiér mozliwych obiektow zmniejsza sie do pgacm
albo puiem. Po zadaniu dwich pytan (dla uproszczenia przyjmujac, ze po zadaniu
pierwszego drugie ma to samo prawdopodobienstwo udzielenia twierdzacej
odpowiedzi) dostajemy 4 mozliwosci: PrakPDrak™, PniePtak™s PrakPnieM albo
PniePniem. Wygramy w sytuacji, gdy po ilu$ pytaniach zredukujemy liczbe
mozliwosci do tylko jednej. O ile moze by¢ w tym troche szczescia, to przy
wiekszej liczbie pytan (a mamy do dyspozycji ich az 20), mozemy $ledzié, co sie
Srednio stanie. Skoro przy dodawaniu kolejnych pytan prawdopodobienstwa sie
mnoza, to wielkoScia, ktéra chcemy uséredniac, jest wspomniany logarytm
prawdopodobienistwa. Po jednym pytaniu dostajemy

1 1
+ Pnie log )
Ptak Pnie

— to samo co (x). Po zadaniu k pytan dowiadujemy sie $rednio kH bitéw
informacji. Wielko$¢ ta to Zp plog(1/p), gdzie p jest prawdopodobiefnstwem
uzyskania poszczegdlnego ciagu odpowiedzi. Jedli jej wartosé dojdzie do log(m),
to érednio p = 1/m, a zatem liczba mozliwych obiektéw zostanie zredukowana

do jednej, czyli: zgadliémy! Gdy zadamy pytanie pél na pél, to niezaleznie

od odpowiedzi dowiadujemy sie log 2 czyli 1 bit informacji. A co gdy, powiedzmy,
zadamy pytanie, na ktore prawdopodobienstwo odpowiedzi ,tak” jest réwne tylko
1/10007 Jest niewielka szansa, ze dowiemy si¢ bardzo duzo (log(1000) ~ 10), ale
najprawdopodobniej dowiemy sie niezbyt wiele. A sumarycznie, bedzie lepiej czy
gorzej? Zobaczmy!

1 1
0,001 log<> + 0,999 log (()999) ~ 0,0100 + 0,0014 = 0,0114,

H(ptak7pnie) = Ptak 108;(

0,001
czyli bardzo niewiele! Zreszta, pdl na pol $rednio dostarcza najwiecej informacji —
patrz wykres na marginesie.

Entropia jest tez mocno zwiazana z tym, jak dobrze potrafimy skompresowaé
dane. Podstawowe twierdzenie Shannona moéwi, ze jesli mamy ciag n liter, kazda
niezalezna od innych i z entropia H, to nie mozemy ich skompresowaé do dtugosci
krétszej niz nH. Cho¢ stoja za tym pewne szczegdly techniczne, gléwna idee
mozna oddaé, zliczajac ciagi. Liczba stéw o dtugosci n z alfabetu z d literami to
d™ = 2718(d) | Jedli cheieliby$my zakodowaé owe stowa za pomoca zer i jedynek
tak, by kazde stowo mialo swdj kod binarny, potrzebujemy m = nlog(d) bitéw.
A co, jesli nie wszystkie litery sa réwnie czesto uzywane?

Gdy przesylamy wiele liter, niektore ciagi stang sie skrajnie mato prawdopodobne.
Dla ustalenia uwagi, zrébmy to na ciagu z zer i jedynek, z prawdopodobienstwami
p i g, odpowiednio. Typowy ciag o dtugosci n bedzie mial np zer i nqg jedynek.
Prawdopodobienstwo tego ciagu to p"Pq¢™?. O ile, rzecz jasna, czesto mozna
otrzymac ciagi z mniejsza lub wigksza liczbg zer i jedynek, to czym dtuzszy

ciag, tym udzial zer i jedynek bedzie si¢ bardziej zblizal do p i ¢, odpowiednio;
innych ciagbéw jest skrajnie niewiele. Skoro typowe ciagi sa mniej wiecej
rownoprawdopodobne, a catkowite prawdopodobienstwo musi si¢ sumowaé

do jednosci, to liczba tych typowych ciagdéw to okoto p~™Pq¢~"4. Czyli potrzebujemy

o) ()

bitéw do ich opisu. Przy obliczaniu prawdopodobienstwa jestedmy dosé liberalni
— wszak np. dla p = 0,8 i ¢ = 0,2 zamiana nawet jednego znaku zmienia
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Na zachete (gzip, kody i poezja):
http://jvns.ca/blog/2016/02/22/
how-gzip-uses-huffman-coding/.

Dla zainteresowanych: J. Thomas,
T. Cover, Elements of Information
Theory.

prawdopodobienstwo o czynnik 4. Niemniej, jest to kompensowane przez niewielkie
zmiany n (czasem potrzeba kilku mniej lub wiecej bitéw do zakodowania owego
ciagu). Innymi stowy, liczba typowych ciagéw zer i jedynek roénie jak onH

Zastosowania? Zobaczmy, jak dobrze mozna skompresowaé tekst!

W jezyku polskim uzywa sie 35 liter (wliczajac q, x i v z zapozyczonych

czesto$é wystepowania (%)
S~k N W A U N ® ©

aioeznrwstcykdpmujlibgehadzséfnqzvx

Czestosé wystepowania liter w jezyku polskim,
na podstawie Korpusu IPI PAN.

stéw). Jednak niektére litery wystepuja znacznie czeéciej niz inne,

np. a stanowi 9% liter, podczas gdy z — tylko 0,06%. Mozemy obliczy¢,
ze entropia liter to 4,56 bitéw. Dla poréwnania, taka sama entropie jak
litery w jezyku polskim mialby hipotetyczny jezyk z tylko 2456 ~ 24
rowno wystepujacymi literami. Ale jak to sie ma do kompresji?
Poréwnujac entropie z log(35), mozemy zobaczyé, ze, gdy znamy
czestos$é znakdéw, potrafimy skompresowaé tekst do 89% objetosci.

W praktyce kompresja tekstu jest znacznie lepsza — zaréwno dlatego, ze
nieskompresowany znak zwykle zajmuje 8 bitéw (tu mozemy
kompresowaé do 57%), jak i to, ze znaki nie sa losowe, tj. lacza sie

w sylaby, stowa, a te — w teksty, ktore czesto uzywaja podobnych stéw.

Jako autor wiem, ze ten tekst byl skompresowany, ale, mam nadzieje,

przekazal jakas informacje o entropii.

7. Miedzynarodowy Turniej Fizykow

W dniach 6-11 kwietnia 2015 roku Wydzial Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego byl gospodarzem
prestizowych zawodéw 7. Miedzynarodowego Turnieju
Fizykow, w ktorym braty udzial reprezentacje 11 krajéw
z catego $wiata. Turniej wygrata reprezentacja Ukrainy
z Charkowskiego Uniwersytetu Narodowego

im. Wasyla Karazina, drugie miejsce zajeli studenci
Dunskiego Uniwersytetu Technicznego (DTU), a trzecie
reprezentacja Francji z Ecole Polytechnique.

Miedzynarodowy Turniej Fizykow to zawody skierowane
do studentéw, majace na celu rozwéj naukowy
uczestnikow przez prace w grupie, tworzenie prezentacji
naukowych, ich wyglaszanie, merytoryczne krytykowanie
oraz odpieranie krytyki.

W tym roku studenci z Chin, Danii, Francji, Iranu,
Rosji, Singapuru, Szwecji, Szwajcarii, Ukrainy,
Wielkiej Brytanii i Polski przez caly rok poprzedzajacy
zawody rozwiazywali 17 niecodziennych probleméw
fizycznych, np. czy mozna woltomierzem okreslié, czy
ziemniak jest juz ugotowany, dlaczego wstazka, po ktérej
przeciagnie sie ostrzem, zaczyna sie skrecaé¢ albo jak
zmienia sie kolor kamieni, gdy spadnie na nie deszcz.
Zawody maja forme specyficznej konferencji naukowej,
a poszczegblne druzyny odgrywaja role referentéw,
oponentéw i recenzentéw. Wybrany sposrdd cztonkéw
druzyny referent prezentuje zagadnienia wybrane przez
druzyne oponentéw. Nastepnie po wygloszonej
prezentacji rozpoczyna si¢ dyskusja, w ktdérej oponenci
wskazuja mocne i stabe strony prezentacji, punktuja

niescistosci, dazac do lepszego zrozumienia omawianego
rozwiazania. Nastepnie recenzenci oceniaja dyskusje,
wskazuja, ktére aspekty prezentacji zostaly nalezycie
przedyskutowane, ktére zostaly niestusznie pominiete,
a ktére fragmenty wymagaly wigkszej uwagi. Po okoto
godzinnej zacietej dyskusji, w ktérej nie brak kasdliwych
uwag i cietych ripost, jury zaczyna zadawaé dociekliwe
pytania wszystkim wystepujacym na polu walki,

a na koniec wystawia oceny. Po kroétkiej przerwie
druzyny zamieniaja sie rolami i zaczyna si¢ kolejna
rozgrywka. Zawody sa niezwykle emocjonujace, o czym
Swiadezy to, ze wielu widzéw, ktorzy przyszli tylko

na moment, zeby zobaczy¢, na czym polega Turniej,
zostawalo do konca zawodow.

Nieskromnie méwiac, zagraniczni goécie byli

pod wrazeniem nowej siedziby Wydziatu Fizyki
Uniwersytetu Warszawskiego oraz poziomu organizacji
Turnieju. Poza zawodami uczestnicy, dzigki wspotpracy

z Urzedem M. St. Warszawy, Tramwajami Warszawskimi,
Fundacja Universitatis Varsoviensis i Kancelaria
Prezydenta RP, mieli mozliwo$¢ zwiedzania muzedw,
Warszawy, poznawania miasta podczas pieszych
spacerow oraz przejazdzek tramwajem, a takze ogladania
nocnej panoramy Warszawy z XXX pietra Patacu
Kultury. Miedzynarodowy Komitet Organizacyjny uznal,
iz wyznaczone zostaly nowe standardy organizacyjne
Turnieju: byt to najlepiej zorganizowany Turniej w historii,
co nie byloby mozliwe bez wsparcia ze strony spotecznosci
Wydziatu Fizyki oraz prorektora Uniwersytetu
Warszawskiego, profesora Alojzego Nowaka.

Jan Stefan BIHALOWICZ



