Rekordy dlugowiecznosci i procesy Poissona

Przypominamy podstawowe definicje
i zalozenia opisywanego modelu.

S(t) to z definicji prawdopodobiefistwo
dozycia t lat.

T1 Kazdy noworodek ma jednakowaq
funkcje przezycia S.

T2 Dlugosci zZycia réznych noworodkéw
sq statystycznie niezalezne.

N1 Dla dowolnego momentu x,
prawdopodobienstwo urodzenia sie
dziecka w ,krotkim” odcinku czasu
(z,x + h] jest w przyblizeniu réwne Ah,
prawdopodobienstwo zas urodzenia sie
wiecej niz jednego dziecka jest tak male,
Ze mozemy je zaniedbal.

N2 Liczby noworodkéw pojawiajgcych sie
w rozlgcznych odcinkach czasu sq
statystycznie niezalezne.

TN Dlugosci Zycia wszystkich osobnikéw

sq niezalezne statystycznie od procesu
narodzin.
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(z,0) v

Rys. 1. ,,Odcinek zycia” osobnika, ktéry
urodzil si¢ w roku x i umarl w wieku ¢ lat.

(z,1)

T

Rys. 2. Obszar D ,zaczepiony” w punkcie

(z,t).
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Czes¢ 1I: Dygresje i komentarze

Przed miesigcem szukaliSmy prawdopodobienstwa tego, ze umierajacy cztowiek
bedzie starszy od wszystkich aktualnie zyjacych. Zadanie wykonali$my.
Obliczylismy interesujace nas prawdopodobienstwo. Pozwélmy sobie teraz na
kilka komentarzy i dygresji. Przypomnijmy najwazniejszy wynik pomocniczy,
ktéry udowodniliémy przed miesigcem.

Stwierdzenie 1. Prawdopodobieristwo tego, zZe osobnik umierajocy w wieku t lat
jest starszy od wszystkich aktualnie Zyjgcych, jest rowne

exp{—AR(t)}, gdzie

R(t) = /S(u) du.

Warto przyjrzeé sie blizej funkcji R. Wyobrazmy sobie, ze mamy ,bardzo liczna”
probke losowa osobnikéw o funkcji przezycia S. Spodziewamy sie, ze spoéréd
wszystkich n osobnikéw liczba tych, ktérzy przezyja przynajmniej t lat, jest
bliska n.S(t). Tak jak w poprzednich rozwazaniach, podzielmy przedzial (¢,00) na
krétkie odeinki (¢ + ¢h,t + (i + 1)h], gdzie i = 0, 1,. ... Oczekujemy, ze okolo
n(S(t+ih) —S(t + (i + 1)h)) osobnikéw w naszej probce bedzie miato dtugosé
zycia w i-tym przedziale, czyli w przyblizeniu t 4 ¢h. Jedli teraz obliczymy
$rednia dlugos¢ zycia ponad t lat, to otrzymamy

o0 o0
% S ihn(S(t+ ih) — S(t+ (i + k) = S AS(t+ih) ~ R().

i=0 i=1
W rachunku prawdopodobienstwa nazywamy R(t) warto$cig oczekiwang lub
Sredniq czasu zycia ponad t lat. Zauwazmy, ze mowimy tu o $redniej poérod
wszystkich osobnikéw. Uznajemy, ze ci, ktérzy wieku ¢ nie dozyli, maja czas
trwania zycia ponad t lat réwny 0. Jesli obliczymy $rednig posréd tylko tych
osobnikéw, ktérzy dozyli wieku ¢, to otrzymamy R(t)/S(t). Ponizszy wynik ma,
z oczywistych wzgledow, duze znaczenie dla ubezpieczen zyciowych.

Stwierdzenie 2. Oczekiwany dalszy czas Zycia osobnika, ktory dozyl t lat, jest
réwny R(t)/S(t).

W szczegdlnosci, $rednia dlugosé zycia jest réwna m = R(0).

W realnych populacjach srednia dlugosé zycia jest skoficzona. Jednak

z matematycznego punktu widzenia nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozwazaé
takie funkcje przezycia S, ze pole pod wykresem S jest nieskonczone, czyli

m = oo. Kazda taka nierosnaca funkcja S, ze S(0) =1 1 lim;_,o S(t) = 0, jest
poprawng matematycznie funkcjg przezycial W swiecie, w ktérym obowiazuja
reguly T1, T2, N1, N2 i TN i jednoczesnie m jest nieskonczone, pewne zjawiska
moga sie wyda¢ paradoksalne.

Whiosek 1. Jesli srednia dlugosé zZycia jest nieskoriczona, to w momencie
smierci kazdego osobnika zZyje nieskonczenie wielu innych osobnikéow od niego
starszych.

Nikt nie jest nigdy najstarszy! Nieco doktadniej, teza Wniosku 1 jest zdarzeniem
losowym, ktére zachodzi z prawdopodobienstwem réwnym 1.

Dowdod Wniosku 1. Zdarzenie losowe, o ktorym moéwi Stwierdzenie 1, zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy w obszarze D na rysunku 2 nie ma ani jednego konca
yodcinka zycia” (por. rys. 1). Jesli m = oo, to R(t) = co dla kazdego ¢. Stosujac
formalnie wzér, widzimy, ze w obszarze D nie ma ,,punktéw $mierci”

z prawdopodobienstwem exp(—AR(t)) = 0 (mozna to uzasadni¢ nieco
porzadniej, modyfikujac tylko nieznacznie podany poprzednio dowé6d).

Z prawdopodobienstwem 1, w obszarze D lezy zatem przynajmniej jeden punkt.
Nazwijmy teraz D ,obszarem zaczepionym w punkcie (z,t)” i zauwazmy, ze

w nim jest zawarty kazdy obszar zaczepiony w (x,t+14), dlai=1,2,....
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Rys. 3. Wykres funkcji przezycia.

W kazdym z tych ,mniejszych obszaréw” lezy przynajmniej jeden punkt,

a zatem w obszarze D lezy nieskonczenie wiele punktéw, czego mielismy
dowiesc.

7Z drugiej strony, w $wiecie, w ktérym obowiazuja reguty T1, T2, N1, N2 i TN
i jednoczesnie m < oo, tez dzieja si¢ rzeczy osobliwe.

Whiosek 2. Jesli srednia dlugosé Zycia jest skonczona, to w dowolnym,
ustalonym momencie z niezerowym prawdopodobienstwem liczba aktualnie
zyjacych osobnikow jest réwna zeru.

Co jakis czas Swiat caltkowicie sie wyludnia. Na szczescie, nasze aksjomaty
zapewniaja, ze dzieci beda rodzié¢ sie nieprzerwanie, z jednakowa
intensywnoscia.

Zagadka 1. Jaki jest wzor na ,niezerowe prawdopodobienstwo”, o ktorym mowi
Whniosek 27

Dla ulatwienia dodajmy, ze ten wzér wynika natychmiast z naszych poprzednich
rozwazan i zalezy tylko od A i m.

Zagadka 2. Jaka jest $rednia (oczekiwana) liczba osobnikéw Zyjgcych
w ustalonym momencie?

W tytule tego artykulu procesy Poissona wystepuja w liczbie mnogiej.

Zalozenia N mowia, ze proces urodzen jest jednorodnym procesem Poissona.
Mozna wywnioskowaé, powolujac sie na Zalozenia T i TN, ze proces zgonéw jest
tez jednorodnym procesem Poissona z ta samg intensywnodciag . Zeby zobaczy¢
jeszcze jeden proces Poissona, zauwazmy nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 3. Zdarzenie polegajgce na tym, Ze w krotkim” odcinku czasu
(z,x + h] nastgpi Smieré¢ osobnika, ktéry narodzil sie w krdétkim” odcinku czasu
(x —t,x — t + k], ma prawdopodobienstwo w przyblizeniu réwne Ao (t)hk.
Prawdopodobieristwo smierci wiecej niz jednego osobnika jest tak male, ze
mozemy je zaniedbad.

Innymi stowy, mozemy rozpatrywane zdarzenie wyrazi¢ tak: w ,,matym
rownolegloboku” na plaszczyznie znajdzie sie jeden ,punkt $mierci”. Widaé tu
analogie z warunkiem N1. Maly réwnoleglobok mozna zastapié¢, na przyktad,
ymalym prostokatem” (x,x + h] x (¢,t + k]. Mozna udowodni¢ wlasnosé
analogiczng do N2: liczby punktow w rozlgcznych obszarach s statystycznie
niezalezne. Losowy zbior ,,punktéow $mierci” jest procesem Poissona na
pélplaszczyznie {(z,t) : t > 0}, z intensywnoscia Ao (t). Jest to proces
jednorodny wzgledem x, ale niejednorodny wzgledem t, bo jego intensywnosé
zalezy od t. Niestety, nie mozemy tu kontynuowaé opowiesci o procesach
Poissona. Czytelnik moze siggna¢ do pieknej ksiazki Kingmana Procesy Poissona,
PWN, Warszawa, 2002.

* * *

Na zakonczenie popatrzmy na badane przez nas zjawisko z perspektywy
statystycznej.

W tym celu udamy sie na wyprawe do Symulandii. Jest to maly, wyspiarski kraj,
ktérego mieszkancy rodzg sie i umieraja scisle wedtug regut T, N i TN. Funkcja
przezycia jest dokladnie taka, jak na rysunku 3 (znanym juz z poprzedniej czesci
artykulu), w szczegdlnodci m = 50, intensywno$é procesu urodzin jest

réwna A = 0,2.

Co wiecej, Gléwny Symulandzki Urzad Statystyczny dysponuje pelnymi danymi
dotyczacymi os6b, ktére urodzily sie lub umarly w przedziale czasowym (0, 200]
(wedlug lokalnego kalendarza).

Dane dotycza 82 os6b i skladaja sie z par (x;,t;), gdzie x; jest czasem urodzenia,
t; jest dlugodcia zycia j-tej osoby (j =1,...,82). Obliczyliémy na ich podstawie
kilka statystyk, ktére teraz przytoczymy. Sa to ,empiryczne odpowiedniki”
wielkos$ci, ktore analizowalismy.
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e W ciggu 200 lat zaobserwowano 44 urodzenia i 46 zgondw.

- — Poréwnaj z liczba 200 - A = 40.

e Srednia dlugo$é zycia dla 82 0séb byla réwna 48,72.

e 21 o0séb, czyli 25,61% sposréd 82 przezyto ponad 60 lat.
— Poréwnaj z wartoscia funkcji przezycia, S(60) = 25,51%.

e Srednia dlugo$¢ zycia ponad 60 lat, obliczona dla tych 21 oséb, byla
réwna 18,37 lat.

=R Poréwnaj z wielkoscia R(60)/5(60) = 18,17.

e W ciagu 200 lat ani razu liczba ludnosci Symulandii nie spadta do 0.
— Poréwnaj z Zagadka 1.

e Srednia liczba ludnosci Symulandii w przedziale 200 lat byla
réwna 10,31.
— Poréwnaj z Zagadka 2 i z rysunkiem 4 (10,31 jest to nic innego, jak
pole pod wykresem liczby ludnosci, podzielone przez 200).

e Na koniec statystyka dla nas najwazniejsza. Sposréd 46 zgonéw
12 razy zdarzyl si¢ rekord dlugowiecznosci w sensie przez nas
rozpatrywanym.
— Por6wnaj utamek 12/46 = 26,09% z liczba 25,09% obliczona
zgodnie z uzyskanym przed miesiacem wzorem

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ exp{—)\/S(u)du}.
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Rys. 4. Liczba ludnosci Symulandii.

Wyprawe do Symulandii umozliwil pakiet statystyczny R.

R Development Core Team (2011). R: A language and environment for statistical computing, R Foundation for Statistical Computing, Vienna,
Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/.

Kazdy, kto ma komputer i dost¢p do Internetu, moze sobie zainstalowa¢ za darmo to pote¢zne narzedzie obliczeniowe — i budowa¢ wtasne
Symulandie. Zachecam do takiej zabawy.

Obserwacje naziemne Wenus w bazie danych ESA

Wenus, siostrzana planeta naszej Ziemi, jest bardzo przez mitosnikéw astronomii (http://www.rssd.esa.int/vaa).
wdziecznym obiektem obserwacji astronomicznych, réwniez Powstalo ono w celu uzupetnienia danych zbieranych przez
tych amatorskich. W czerwcu 2012 roku bylismy $wiadkami Venus Express (VEX), czyli pierwszego satelite zbudowanego
dos¢ rzadkiego zjawiska astronomicznego, tzw. ,przejscia”, przez Europejska Agencje Kosmiczng (ESA), ktéry bada

czyli tranzytu Wenus na tle tarczy Stonca. W takich atmosfere Wenus. Niestety, nie jest on w stanie nieustannie
niecodziennych momentach oczy wiekszosci mitosnikéw nieba  monitorowaé nieba nad pdéinocna pétkuly planety, poniewaz
zwracaja sie w strone naszej Porannej Gwiazdy. Okazuje si¢ obiega ja po eliptycznej orbicie z apocentrum znajdujacym sie
jednak, ze takze na co dzien obserwacje Wenus moga by¢ nad biegunem potudniowym. Polozenie VEX na orbicie

nie tylko ciekawe, ale réwniez przydatne naukowcom. powoduje, ze czasami czesci planety sa widoczne z Ziemi, ale

nie sa widoczne z satelity. Dlatego wlasnie dodatkowe
obserwacje prowadzone z teleskopéw naziemnych dostarczaja
brakujacych i niezbednych informacji na temat

atmosfery Wenus.

Przyktadem wykorzystania amatorskich obserwacji Wenus
przez profesjonalnych astronoméw jest Venus Active Archive
(VAA), czyli archiwum naziemnych zdje¢ Wenus wykonanych

VAA wykorzystuje mozliwosci amatoréw astronomii, ktérzy
uzyskuja obrazy wykonane w podczerwieni lub ultrafiolecie
za pomocy filtréw monochromatycznych oraz typowych kamer
CCD. Zdjecia te pozwalaja, na przyktad, na badanie jasnosci
chmur Wenus wzgledem calej jej powierzchni w zaleznosci

od czasu i mogg by¢ uzyte przez profesjonalnych astronoméw
w pracy naukowej. Przykladem mogg byé obserwacje amatora
astronomii, Bernda Gaehrkena, pokazane obok. Jest to
zestawienie obrazéw wykonanych pomiedzy 13 a 16 kwietnia
2007 roku za pomoca 80-cm teleskopu wyposazonego

w kamere internetowsa i filtr UV. Kazdy obraz powstal ze
zlozenia okoto 4500 zdje¢. Mamy nadzieje, ze pokazany
przyktad zacheci naszych Czytelnikéw do obserwacji
astronomicznych, ktére moga mieé¢ réwniez warto$¢ naukows.
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