Préoby dowodu V aksjomatu Euklidesa:

(1) Niech y bedzie innym punktem po tej samej
stronie prostej L co punkt x i w tej samej od
niej odleglosci. Potacz z z y prosta (I aksjomat),
a nastepnie przedluz te ograniczona prosta do
prostej M (II aksjomat). Wtedy prosta M nie

przecina prostej L.

(2) Niech prosta M bedzie zlozona ze wszystkich
punktéw po tej samej stronie prostej L co
punkt x i bedacych od niej w tej samej odlegtosci.
Otrzymana prosta nie przecina prostej L.

(3) Punkt na plaszczyznie kartezjanskiej mozna zapisaé
za pomocy wspéirzednych. Prosta (nie pionowa) L

W ten oto sposéb odkryliSmy, ze istnieja rézne geometrie i zadna z nich nie jest
bardziej uprzywilejowana od innych. 10 czerwca 1854 roku Bernhard Riemann,
majac 28 lat, w swoim wykladzie habilitacyjnym O hipotezach, ktdre lezg

u podstaw geometrii poszedl jeszcze dalej. Umieszczajac obserwatora wewnatrz
przestrzeni (wielowymiarowej rozmaitosci), stwierdzil, ze geometria przestrzeni
moze sie zmienia¢ od punktu do punktu, tu by¢ hiperboliczng, tam euklidesows,
a gdzie indziej sferyczna.

Dzisiaj za sprawa ogdlnej teorii wzglednosci Alberta
Einsteina (1916 r.) i potwierdzajacej ja obserwacji Arthura
Eddingtona z roku 1919 przyjmujemy, ze otaczajaca nas
przestrzen (dokladniej czasoprzestrzeni) jest zakrzywiona,
cho¢ mozliwe, ze tego typu zakrzywienia sg tylko niewielkimi
perturbacjami znacznie wigkszego i bardziej symetrycznego
ksztaltu.

Tytulowe pytanie o ksztalt Wszechswiata jest jednym

z wielkich otwartych probleméw astronomii (kosmologii) —
czy wielkoskalowy ksztalt Wszechswiata, gdyby wyprostowad
tuki, ugiecia wynikajace z obecnosci gwiazd, galaktyk,
czarnych dziur itp., nadal bylby zakrzywiony jak wielka

ma réwnanie y = ma + c. Zmieniajac ¢, mozemy kula, czy tez bylby ptaski (jak wodne 16zko), a moze jest
przesunaé prosta L w gore lub w dét. Zadna z tak on bardziej skomplikowang wielowymiarowa rozmaitoscia
otrzymanych prostych nie moze sie przecinaé o ujemnej krzywiznie. Moze Ty masz pomysl, jak to

i kazdy punkt nalezy do dokladnie jednej prostej. rozstrzygnadé, Czytelniku?
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Rys. 1. Na przyklad w Q12 polaczone

bedg miedzy innymi
x = 859 = 0011010110113 i
y = 843 = 0011010010112

W terminologii teorii graféw twierdzenie

Huanga brzmi:

kazdy indukowany podgraf G C Q.
spelnia A(G) < v/n = |[V(G)| < 271,
Duzo krécej, ale trzeba wpierw wyjasnié,
ze V(G) to zbiér wierzchotkéw grafu G,
A(G) to najwigkszy stopieri wierzchotka
(stopieni to z kolei liczba krawedzi o koricu
w danym wierzcholku), a podgraf
indukowany oznacza pewne wierzchotki
wraz ze wszystkimi taczacymi je

krawedziami Q.

Czutosé funkcji logicznych, czesé 2
Mariusz ZAJAC*

W pierwszej czedci artykutu (AZ)) oméwilismy pojecia funkeji logicznej, jej
czutosci i przedstawiliSmy, na razie bez dowodéw, pewne zwiazane z nimi
twierdzenia, udowodnione w pracy [1].

Celem drugiej czesci jest przedstawienie owych dowodow w wersji nieco
uproszczonej w stosunku do oryginalnej pracy [1], ale weiaz wymagajacej
znajomosci podstaw algebry liniowej, w tym mnozenia macierzy i pewnej wiedzy
o wymiarze przestrzeni liniowe;j.

Niech n bedzie dowolng dodatnig liczba catkowita i niech N = 2™. Zapiszmy elementy
zbioru V,, = {0,1,..., N — 1} w ukladzie dwéjkowym (uzupelniajac w miare potrzeby
nieznaczacymi poczatkowymi zerami, tak by kazda liczba miala dokladnie n cyfr)

i przedstawmy je graficznie w ten sposéb, ze elementy V,, (zwane wierzchotkami) beda
punktami, a odcinki (zwane krawedziami) polacza pary wierzcholkéw rézniace sie
w uktadzie dwojkowym tylko jedng cyfra. Uzyskany graf nazwiemy n-wymiarowsg
kostka @,, (nazwa wiaze si¢ niewatpliwie z podobienistwem Q3 do szkieletu szedcianu,
czyli standardowej kostki do gry).

Sprobujmy przezwyciezy¢ fakt, ze bezposrednio odczuwamy istnienie tylko trzech
wymiaréw, spogladajac na kostki rekurencyjnie: (01 to dwa punkty potaczone
odcinkiem, )2 to dwa odcinki, np. dolny i gérny, polaczone dwiema pionowymi
krawedziami, Q3 to dwie kopie @2, np. dolny i gérny kwadrat, potaczone czterema
pionowymi krawedziami, ..., Q,+1 to dwie kopie @,,, potaczone 2™ krawedziami
i tak dalej.

Zapowiedziane pod koniec pierwszej czesci twierdzenie (jesli ponad polowe
wierzchotkow n-wymiarowej kostki zajmujg mrowki, to ktoras z nich ma co
najmniej \/n sgsiadek) mozemy sformutowa¢ w nastepujacy réwnowazny sposéb.

Twierdzenie (Huang [1]). Jesli wyrdznimy niektdre wierzcholki n-wymiarowej
kostki Qn,, czyli wybierzemy podzbior W C V,,, przy zachowaniu warunku, Ze kazdy
element W ma mieé mniej niz \/n sgsiadéw nalezgeych do W, to wyrdznione
wierzchotki stanowié bedg co najwyzej polowe wszystkich wierzchotkow kostki, czyli
[W| < N/2.
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Dowdéd. Kazdemu grafowi mozna przypisaé tzw. macierz sasiedztwa, czyli
tablice liczb majaca tyle wierszy i kolumn, ile graf ma wierzchotkéw, w ktorej na
przecieciu wiersza o numerze k i kolumny o numerze [ stoi 1, gdy wierzchotki k i
sa polaczone krawedzia, a 0, gdy nie sa. Macierzami kostek @,, sa A,, spelniajace

Dla zgodnosci z wczesniejszymi nastepujace zaleznosci (tu i dalej I; oznacza macierz jednostkowsa rozmiaru d x d):
oznaczeniami i rysunkiem 1 nalezaloby

najwyzszy wiersz i skrajng lewag kolumne 1 1
nazwac zerowymi, a nie pierwszymi, 0 1

wtedy np. w macierzy As wiersze Al = 1 0l Ag =
i kolumny maja numery 0,1, 2, 3,

a podkreslona jedynka oznacza krawedz

taczaca wierzchotki 2 i 3.
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Hao Huang minimalnie modyfikuje te macierze, definiujac

0 1 0
2 s o1 1o 0 1 [Hn I
Hl[l 0}’H2 10 0 -1 ""’Hmﬂ{bm —Hm}""
01 -1 0
o 1 0 1 Jak widaé, H,, to prawie ta sama macierz kostki, co wczeéniejsza A, z tym ze

niektérym krawedziom przypisana jest liczba —1, a nie 1. Jedli oznaczymy je
liniami przerywanymi, to nasze kostki beda wygladaly tak jak na rysunku.

Nas najbardziej zainteresuja kwadraty macierzy H,,. Bezposredni rachunek
pokazuje, ze

2 0 00
I T [ ]
0 0 0 2
a ponadto
Rys. 2. Moina sprawdszic, ze krawgds g2 [Hm Igm] ' {Hm Igm} _ {an + Iom 0
laczaca « i y jest ciagla dokladnie whedy, m+1 Iom —H,, Iym —H,, 0 H2 + Ipw |

gdy wspélna czesé zapisow dwdjkowych x
i y na lewo od cyfry je odrézniajacej : : 2 _ . 4 : _ 1 : ;
zawiera parzysta liczbe jedynek. Na zatem przez indukcje H; = n - Ion. Okreslmy wreszcie H = ﬁHn i obliczmy
Przyklad dla z = 859 = 001101011011, ) H? = lH?L =1Iy.

iy =843 =0011010010112 we fragmencie n

0011010 sg trzy jedynki, wiec krawedz ta

jest przerywana Nastepnym krokiem bedzie rozwazenie kilku przestrzeni liniowych:
Nietrudno zauwazy¢, ze macierz Hi ma U= ]RN = {(ﬂ?o, e ,INfl) T € R},

liczby n na gltéwnej przekatnej, bo kazdy _ . — ; ;

wierzchotek @, ma n sasiadéw. Zera poza Uw = {(930, o fol) eU:z;=0dla kaZdegO ¢ € W}’

przekatna H> wiaza sie za$ z tym, ze Uy = {’U ceU:Hv= 1}} = {1} eU:H,v= \/ﬁv},

kazda dwuwymiarowa Sciana kostki jest U_ = {1) cU:Hy= 71}} — {1} cU:Hv= 7\/,51}}
- = : = = L Hpv = s

kwadratem z trzema bokami cigglymi

i jednym przerywanym lub odwrotnie L. . .. A A
(widaé to na rysunku 2). oraz nieujemnej funkcji rzeczywistej Fw ((o, ..., TN—-1)) = D pcw [Tkl

Przypomnijmy wreszcie, ze zgodnie z zalozeniem twierdzenia kazdy element W
ma najwyzej d = [/n — 1] < y/n sasiadéw nalezacych do W, i wykazmy kilka
faktow.

Fakt 1. Jesli v € Uy, to Fw (H,v) < d - Fy (v).

Dowéd. Z dﬁfinicji mnozenia macierzy dla v € Uy mamy
—1
(Hpv)r =Y 12g (Hp)kivr = Dy (Hp)kivi, zatem

ﬂ— Fyw (Huv) =Y ‘Z(Hn)klvl‘ <> (Z |(Hn)kl”vl|> =

Rozwigzanie zadania M 1645. keWw leWw keW lew

Liczby z3 = y3 = 1 spelniaja wymagang Z (Z ‘(H ) |)| ‘ o d | | i F ( )
n )kl Ul\Z’”l:'Wvu

w zadaniu réwnosé. Zatézmy, ze
nieparzyste liczby x,,, y, spelniaja

722 +y2 = 2". Wéwezas leW kew lew
. (xn + y”>2 (71:” F Un )‘2 przy czym ostatnia nier6wno$¢ jest prawdziwa, gdyz |(Hy,)ri| wynosi 1, jesli k il
2 2 - sasiaduja w @, oraz 0, jesli nie sasiaduja. O

(72 2y _ ontl
=2(7z, +y,)=2""".
Skoro x,,yn sa nieparzyste, to jedna
1
z par 3 (n + Yn, |72y — yn|) oraz , . A .
L(|€n — Yn| Tn + yn) sklada sie Dowdd. W przeciwnym razie Fyy(v) > 0 i na mocy faktu 1
z dwdéch liczb nieparzystych, i te pare 1

’ ' . d
wybieramy jako (Zp41,Ynt1). W ten Fw(U) _ Fw(—’U) _ Fw(HU) _ v
N Vn

indukcyjny sposéb mozemy skonstruowad
dowolnej liczby naturalnej n. sprzecznoéé, 0O

Fakt 2. Jeslive Uy NUL lubv e Uy NU_, to v = 0.

Fw (H,v) < - Fw (v) < Fw (v),

rozwiazanie wyjsciowego réwnania dla
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*Tak naprawd¢ Huang dowodzi w pracy,
ze dim(U4) = dim(U—-) = N/2 oraz

Ut NU_ = {0}, bo s to ortogonalne
przestrzenie wlasne, odpowiadajace
warto$ciom wlasnym o dajacej sie
wyznaczy¢ krotnosci, ale ta droga stawia
przed Czytelnikiem znacznie wyzsze
wymagania wstepne.

Kazda funkcje boolowska mozemy tak
zredukowaé, gdyz dla € {1, —1}

2k _ 1, rzk+1

zachodzi =zx.

A —1 1

—1 -1 -1

1 —1 1
(zAy)=—-3+3z+iy+ oy

Jeszcze inaczej: w k rzutach uczciwg
monetg parzystg liczbe ortéw uzyskamy
tak samo czesto, jak nieparzysta.

Funkcja f moze mie¢ wigcej niz

n argumentéw, wzér (1) méwi jednak, ze
ignorujemy zmienne inne niz
T1,%2,...,2Ty, nadajac im wartosé 1.

Fakt 3. Kazdy element v € U da sie zapisaé w postaci v = vy + v_, gdzie
V4 € U+, v_ € U_.

2 . x _ wv+Hwv _ v—Hwv _ HU+H21) _
Dowdéd. Istotnie, potézmy v;r =5 v = =7 Wtedy Hoy = 2557+ =
— Hv2+v =y, Hy_ = H'U—QH vo_ H’L)2—’l) = —v_. 0

Na zakoriczenie przypomnijmy sobie ogdlny fakt z algebry liniowej: jesli Uy i Us sa
dwiema podprzestrzeniami liniowymi przestrzeni U, to zbiér Uy + Us = {ug + us :
uy € Uy, us € Us} jest réwniez przestrzenia liniowa wymiaru

dim(Uy + Uz2) = dim(Uy) 4 dim(Uz) — dim(U; N Us).
Fakty 2 (dim(Uw NU4) =dim(Uw NU_) =0) 13 (U + U_ = U) daja teraz:
dim(Uw) = dim(Uw + U;) — dim(U;) < dim(U) — dim(U.),
dim(Uw) = dim(Uw 4+ U_-) — dim(U_) < dim(U) — dim(U_),
< dim(Uy NU-) = dim(Uy) + dim(U_) — dim(U). *
Dodanie powyzszych trzech nieréwnosci daje 2 dim(Uw ) < dim(U), co koniczy
dowéd, gdyz dim(U) = N,dim(Uw ) = |W]. O

Twierdzenie o czulosci

Wréémy do pomyshu, by w funkcjach boolowskich przyjmowadé, ze liczbowa
wartoscia prawdy jest 1, a falszu —1. Jak moze to nam pomoc?

Fakt 4. Gdy w wielomianie n zmiennych zadna zmienna nie wystepuje

w potedze wiekszej niz 1 (nazwijmy taki wielomian zredukowanym), to érednia
arytmetyczna jego wartosci na zbiorze {1, —1}" réwna jest wyrazowi wolnemu
tego wielomianu.

Przyktad. Jak wiadomo, koniunkcja przyjmuje trzy razy warto$¢ —1 (falsz) i raz
warto$¢ 1 (prawda). Srednia wartoscia jest wiec # = —1 i taki tez jest,
jak widzimy obok, wyraz wolny definiujacego koniunkcje wielomianu.

Dowdéd. Poniewaz érednia sumy dwéch funkcji jest réwna sumie $rednich, to
wystarczy zauwazy¢, ze Srednia warto$é¢ kazdego iloczynu x5 . .. xp wynosi 0,
czyli ze 6w iloczyn wynosi 1 lub —1 doktadnie tak samo czesto. Ale to w zasadzie
oczywiste: jakiekolwiek beda wartosci pierwszych k — 1 zmiennych, nasz iloczyn
bedzie réwny 1 lub —1 w zaleznosci od znaku xy, a $rednia zawsze wyniesie 0. O

Teraz mozemy juz wykazaé, jak z udowodnionego wyzej twierdzenia Huanga
wynika zapowiadane w pierwszej czesci ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie o czulosci. Dla kazdej funkcji boolowskiej f zachodzi nieréwnosé
s(f) = \/deg(f).

Dowéd. Niech n = deg(f). Jak méwiliSmy wezesniej, wybér liczbowych wartosci
stalych logicznych nie wplywa na stopien f, wigc mozemy przyjacé, ze wielomian
funkcji f, zapisany w konwencji ,prawda = 1, falsz = —1” i zredukowany, nadal
ma stopien n, czyli zawiera pewien jednomian crixs...x, ze wspotczynnikiem

¢ # 0 (bez zmniejszenia ogdlnosci zalézmy, ze ¢ > 0). Niech teraz

(1) g(x1, @0, ..., Tp) = T1T2 .. Ty - (@1, 22, .. 20, 1, ... 1).
Poniewaz 23 = 23 = ... = 22, to wielomian g ma po redukcji wyraz wolny ¢ > 0,

wiec na mocy faktu 4 ma dodatnia $rednia wartosé. Znaczy to tyle, ze g osiaga na
kostece {1, —1}™ wartoéé 1 czeéciej niz —1, czyli wiecej niz 27~ razy.

Na mocy twierdzenia Huanga istnieje wiec taki punkt = = (x1, 2, ...
ze warto$¢ funkeji g wynosi 1 zaréwno w nim, jak i w co najmniej \/n z jego
sasiadéw na kostce. Ale jesli w sasiadujacych (czyli rézniacych sie jedna
wspolrzedna) wierzchotkach funkcja g ma te sama wartosé, to funkcja f

ma wartosci przeciwne, bo wyrazenie x1xs ... x, zawsze zmienia znak przy
przejsciu do sasiada. Zatem funkcja f przyjmuje inng warto$é¢ w co najmniej v/n
sasiadach x niz w samym 2. Z definicji oznacza to, ze s(f,z) = /n i tym bardziej

s(f) = vn = y/deg(f O

Jest to najlepszy moZliwy wynik, gdyz omawiane w pierwszej czesci zagadnienie
urodzin Emila daje dla kazdego m przyklad funkcji stopnia m? o czutosci m.
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